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N O V E K L A S E F U N K C I J A Z A
S I N T E Z U D V O K A N A L N E H I B R I D N E
B A N K E F I L T A R A
D O K T O R S K A D I S E R T A C I J A
N I Š, 2 0 1 8.
UNIVERZITET U NIŠU
ELEKTRONSKI FAKULTET
NIKOLA V. STOJANOVI Ć
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Komisija za ocenu i odbranu
doktorske disertacije
1. Dr Saša Nikolíc, van. prof.
2. Dr Goran Staňcić, docent
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U disertaciji su prikazana istraživanja koja se odnose na aproksimaciju i implementaciju
dvokanalne hibridne banke filtara. Posebna pažnja je posvećena analognom delu, odnosno
delu za analizu hibridne banke filtara.
Predložene su dve aproksimacije filtarskog para banke za analizu. Prva aproksimacija
prenosne funkcije filtra propusnika niskih frekvencija je zasnovana na jednostavnoj adaptaciji
ortogonalnih Jacobijevih polinoma, kojom se dobijaju Pseudo-Jacobijevi polinomi. U odnosu
na ostale poznate aproksimacije, aproksimacija Pseudo-Jacobijevim polinomima ima dva
parametra više, kojima se mogu podešavati karakteristike filtra u širokim granicama. Ova
aproksimacija se može primeniti za realizaciju komplementarne banke filtara.
Poznato je da se rekurzivne dvostruko komplementarne digitalne banke filtara mogu reali-
zovati all-pass filtrima. Istraživanja su pokazala da se i u analognom domenu mogu realizovati
dvostruko komplementarne banke filtara. Realizacija predložene banke filtara izvršena je u dva
koraka. U prvom koraku se komplementarnom dekompozicijom prototipska prenosna funkcija
razloži na dva all-pass filtra, dok se u drugom koraku njihovim sabiranjem, odnosno oduzima-
njem, dobijaju prenosne funkcije niskofrekvencijskog i visokofrekvencijskog filtra. Prednost
ovakvih sistema je da se isti hardver može koristiti za realizaciju i niskofrekvencijske i vi-
sokofrekvencijske prenosne funkcije.
Monte Carlo simulacija dvostruko komplementarnog analognog filtarskog para zasnovanog
na paralelnoj vezi dva analogna all-pass filtra pokazala je da se all-pass realizacija odlikuje
malom osetljivoš́cu karakteristike slabljenja na tolerancije komponenata upropusnom opsegu
filtra, dok je osetljivost u nepropusnom opsegu znatno veća nego kod standardne kaskadne
realizacije filtra propusnika niskih frekvencija i filtra propusnika visokih frekvencija.
Pogodnim izborom banke filtara za analizu i banke filtara za sintezu može se ispuniti uslov
za potiskivanje efekata koji nastaju usled preklapanja spektara u bankama za analizu i sin-
tezu. All-pass komplementarnost analogne banke filtara ukazuje načinjenicu da se amplitudska
iv
izobličenja, koja unosi analogna banka filtara za analizu, mogu u potpun sti potisnuti pa je ne-
linearnost karakteristike grupnog kašnjenja dominantno izobl čenje.
Za postizanje približno savršene rekonstrukcije signala predložena je nova realizacija ko-
rektora grupnog kašnjenja, kojom se postiže da grupno kašnjenje bude konstantno u smislu
odred-enog broja zaravnjenja u koordinatnom početku. Analizom osetljivosti pokazano je da je
osetljivost korektora grupnog kašnjenja u propusnom oseguproporcionalna sa kvadratomQ-
faktora pola. Drugim rěcima, korektor grupnog kašnjenja je jako osetljiv na tolerancije kom-
poneneta.
Klju čne rěci: Pseudo-Jacobijevi polinomi, Analogni filtri, Hibridne banke filtara, Kom-
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Abstract
This PhD discusses the research related to the approximation nd implementation of the two-
channel hybrid filter banks. Special attention is paid to theanalogue part, i.e. analysis part of
the hybrid filter banks.
Two approximations of the filter bank pair for analysis have be n proposed. The first ap-
proximation of the transfer function of the low-pass filter is based on the simple adaptation
of the orthogonal Jacobi polynomials in order to obtain the Ps udo-Jacobian polynomials. In
relation to other known approximations, the Pseudo-Jacobin polynomial one has two prime
parameters, which can adjust the characteristics of the filter in wide ranges. This approximation
can be successfully applied for the realization of a complementary bank of filters.
It is known that recursive double-complementary digital filter banks can be implemented
with all-pass filters, and research has shown that double-complementary filter banks can also
be realized in the analogue domain. The realization of the proposed filter bank has been done
in two steps. In the first step, with the complementary decomposition, the prototype transfer
function is obtained by two all-pass filters, while in the second step, by their addition or sub-
traction, transfer functions of lowpass and highpass filters are obtained. The advantage of such
a system is that the same hardware can be used for realizationof both low frequency and high
frequency transfer functions.
Monte Carlo simulation of the realization of a double complementary analog filter pair
based on a parallel connection of two analogue all-pass filters showed that all-pass realiza-
tion is characterized by a small sensitivity of the attenuation characteristics to the component
tolerances in the filter pass-band, while the sensitivity inthe stop-band is substantially higher
compared to the case of a standard cascade realization of thel w-pass filter and the high-pass
filter.
By a suitable selection of the analysis filter bank and the synthesis filter bank, a condition
for suppressing the effects arising from the overlapping ofthe spectrum in banks for analysis
vii
and synthesis can be fulfilled. The all-pass complementarity of an analogue filter bank points to
the fact that amplitude distortion, which is introduced by the analog bank of the analysis filters,
can be completely suppressed, so that the non-linearity of the group delay characteristics is the
predominant distortion.
In order to achieve a near perfect reconstruction of the signal, a new realization of the
group delay corrector was proposed, which makes it possiblefor the group delay to be constant
in a flat sense, i.e. with a number of flatness at the origin. An analysis of the sensitivity has
shown that the sensitivity of the correction of the group waveform in the filter pass-band that is
proportional to the square of theQ -factor of the pole. In other words, the group delay corrector
is very sensitive to the component tolerances.
Keywords: Pseudo-Jacobi polynomials, Time-continuous filters, Hybrid filter banks,
Complementary decomposition, Subband coding, Butterworth filters, Group delay corrector,
Newton-Kantorovich method.
viii
Skraćenice koje su koriš́cene u tekstu
• A/D - Analogno digitalni konvertor
• AMF karakteristika - Približno maksimalno ravna karakteristika
• D/A - Digitalno analogni konvertor
• IIR filtar - Rekurzivni filtar (Infinite Impulse Response filter)
• FIR filtar - Nerekurzivni filtar (Finite Impulse Response filter)
• NF filtar - Niskopropusni filtar
• VF filtar - Visokopropusni filtar
• QMF banka - Kvadraturna banka filtara (Quadrature Mirror Filter bank)
• SBC - Podopsežno kodovanje (Sub-Band Coding)
• SF -Faktor nagiba
• PR - Savršena rekonstrukcija (Perfect Reconstruction)
• NPR - Približno savršena rekonstrukcija (Nearly Perfect Reconstruction)
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2.3 Polinomska karakteristična funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3.1 Rezultati aproksimacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 19
2.3.2 Pored-enje sa drugim sistemima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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NA OSNOVU Papoulisove generalizovane teoreme odmeravanja [51] proizilazi da frekven-cijski ogranǐcen deterministǐcki signal f (t) jednoznǎcno odred-uje gk(mT) izlaza m
linearnih sistema sa frekvencijom odmeravanja koja iznosim-ti deo Nikvistove frekvencije.
Brownnov [8] koncept višekanalnog odmeravanja pokazuje dase rekonstrukcija signala može
realizovati postfiltrima koji su takod-e linearni i vremenski invarijantni. Specificiraju se iste oso-
bine zam analizu im sintezu analognim filtrima kojǐcine analognu banku filtara. U ovoj for-
mulaciji, frekvencijski opseg signala je podeljen nam jednakih podopsega. Prenosna funkcija
filtara sinteze u svakom podopsegu se dobija kao funkcija filtra analize rešavanjem sistema
linearnih jednǎcina.
Generalizovana teorema odmeravanja može se primeniti kakon obradu analognih signala
analognim filtrima, tako i na obradu digitalnih signala digitalnim filtrima. Relaciju izmed-u
digitalnih banki filtara i teoreme odmeravanja analognih signala su ustanovili Vaidyanathan
i Liu [87]. U pomenutom radu oni su razmatrali pododmeravanje frekvencijski ogranǐcenog
niza. Nizx(n) čija Fourierova transformacija je jednaka nuli za|ω| ≥ Lπ/M, gde suL i M celi
brojevi i L < M, mogu biti predstavljeni redukcijom niza na iznosL/M.
Digitalne banke filtara su intenzivno istraživane i u literatu i se može náci veliki broj tehnika
za njihovo projektovanje. Tu se pre svega misli na njihovu implementaciju zasnovanu na dig-
italnim FIR i IIR filtrima. Iz obimne literature mogu se izdvojiti vredne knjige [16, 26, 46, 84]
koje omogúcavaju da se dublje upozna ova naučna oblast.
Pogodno je da filtri u banci za analizu i banci za sintezu budu komplementarni po snazi, a
izmedju njihovih prenosnih funkcija se uspostavljaju relacije da bi se aliazing, nastao u banci
analize, potisnuo u banci sinteze.
3
1.1. Predmet istraživanja
Za analizu i rekonstrukciju signala pogodne su banke gde su filtri u bankama analize i
sinteze komplementarni po snazi, a izmed-u prenosnih funkcija filtara iz banke analize i banke
sinteze uspostavljaju se relacije koje aliasing nastao u banci analize poništavaju u banci sinteze.
U slučaju hibridne banke filtara potrebna je analogna banka za analizu sa filtrima kom-
plementarnim po snazi, a zatim je potrebno izmed-u analogne i digitalne banke za sintezu us-
postaviti relacije kojáce aliazing nastao u analognoj banci filtara potisnuti u digitalnoj banci
filtara.
1.1 Predmet istraživanja
Istraživanja koja se odnose na analogne i hibridne banke filtara veoma malo su prisutne u do-
stupnoj literaturi, iako su našle veliku primenu kod višekanalnog odmeravanja analognog (au-
dio) signala male energije, analogne wavelet transformacije, realizacije A/D i D/A konvertora,
frekvencijskog multipleksiranja signala, u mikrotalasnom podrǔcju, itd. Cilj ove disertacije
je da izloži osnovne principe na kojima se zasniva formiranje razlǐcitih klasa banki analognih
filtara, predloži nove klase analognih filtara za primenu u hibridnim bankama fiiltara i da na
odabranim primerima ilustruje njihove karakteristike u ustaljenom stanju i osetljivost na tole-
rancije elemenata.
Blok dijagram dvokanalne hibridne banke prikazan je na Slici 1.1. Banku analizěcini par
analognih kanalskih filtara: propusnik niskih frekvencijaH0(s) i propusnik visokih frekven-
cija H1(s), dok banku sintezěcini par digitalnih filtara: propusnik niskih frekvencijaH0(z) i
propusnik visokih frekvencijaH1(z). Kanalski filtri dele osnovni frekvencijski opseg na dva
jednaka dela, pa se frekvencija odmeravanja u podopsezima može sniziti za faktor 2, a zatim se
posle kvantizera u svakom podopsegu banke sinteze frekvencija odmeravanja povécava za fak-
tor 2. U vremenskom domenu to je ekspanzija signala, (engl. upsampling), a ostvaruje se tako
što se izmed-u dva odmerka ubaci jedan nulti odmerak. U sledećem koraku signali se filtriraju
pomócu digitalne banke sinteze. Zbir filtriranih signala daje kompozitni signaly(n) na izlazu
sistema. Opisani sistem pripada klasi sistema sa višestrukim odmeravanjem, (engl. multirate
system), jer se procesiranje signala obavlja na različitim frekvencijama odmeravanja. Ovakva
banka naziva se banka sa maksimalnom decimacijom.
Dvokanalna banka filtara je osnovni gradivni blok za frekvencijsku dekompoziciju kako




















Sl. 1.1: Dvokanalna hibridna banka filtara (H0(s)-filtar propusnik niskih frekvencija, H1(s)-filtar pro-
pusnik visokih frekvencija, Q-kvantizer,↑ 2-interpolator), Ts = 1/2ωg, gde jeωg granična frekvencija
signala x(t).
alizuje se fleksibilna struktura za dekompoziciju signala do željenog nivoa [17]. Fleksibilna
struktura omogúcava da se na svakom nivou vrši dekompozicija onog frekvencijskog opsega
koji ima vécu energiju. Dvokanalne banke filtara predstavljaju posebno efikasno rešenje za
realizaciju oktavnih i neuniformnih banki filtara.
Prema funkciji koju obavljaju, banke filtara se dele na bankeanalize i banke sinteze. U
slučaju hibridne banke filtara banka analize je najčeš́ce analogna banka filtara, dok je banka
sinteze digitalna banka filtara, mada je moguća i inverzna situacija kao što je to slučaj kod D/A
konvertora. Prvi tip hibridne banke filtara je bio cilj naučnog istraživanja koji je saopšten u
disertaciji.
Izobličenja koja nastaju prilikom obrade signala mogu biti amplitudska, frekvencijska i
izobličenja koja nastaju usled preklapanja spektra niskofrekvencijskog i visokofrekvencijskog
dela banke filtara. Posebna pažnja biće posvécena aproksimaciji analogne banke filtara, kao i
korektorima grupnog kašnjenja radi potiskivanja amplitudskih i faznih izoblǐcenja.
Postoji veliki broj aproksimacija filtarskih funkcija kojese mogu upotrebiti za realizaciju
analogne banke filtara.
• Klasu selektivnih filtara karakteriše karakteristična funkcija filtra koja se dobija direkt-
nom primenom ortogonalnih polinoma: Chebyshevljevih, Legendreovih i Ultrasferǐcnih
(Gegenbauerovih) polinoma. Filtarska funkcijaψ(ω2) je puni kvadrat ortogonalnog poli-
noma. Klasǐcni filtri sa selektivnom polinomskom amplitudskom karakteristikom su:
– Chebyshevljevi filtri,
– Legendrovi filtri [55],
– Ultrasferǐcni (Gegenbauerovi) filtri [34].
5
1.1. Predmet istraživanja
• Za aproksimaciju monotonih filtarskih funkcija koriste se Lgendrovi polinomi. U ovom
slučaju filtarska funkcijaψ(ω2) se ne može predstaviti u obliku punog kvadrata već kao
zbir Legendreovih polinoma prve vrste, izuzev kada se radi oButterworthovom filtru.
Filtri sa monotonom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu su:
– Butterworthovi filtri,
– Papoulisovi "L" filtri [27,49,50],
– Halpernovi filtri [31],
– LSM (Least-Square-Monotonic) filtri. [58].
U radu [60] je pokazano da su filtri sa monotonom amplitudskomarakteristikom, Leg-
endrovi, ili klasa "L" i klasa H filtara, izvedeni kao posebnislučajevi LSM optimizacije
asimptotskog nagiba karakteristike slabljenja na granicipropusnog opsega, pod uslovom
da rešenja budu monični polinomi.
• Filtri sa konstantnim grupnim kašnjenjem
– Thompsonovi filtri [80,82],
– Gaussovi filtri [37].
. Za aproksimaciju konstantnog grupnog kašnjenja u maksimalno r vnom smislu Thom-
son je koristio Besselove polinome, dok je Jonas za aproksimacionu tehniku Gaussove
amplitudske karakteristike, u smislu greške najmanjeg kvadrat , koristio Laguerrove
polinome. Med-utim, u radu [59] (Rakovíc, Krstić i Popovíc) su pokazali da su Thom-
sonovi filtri specijalni slǔcajevi Gausovih filtara.
• Iterativni postupak za aproksimaciju filtara propusnika niskih frekvencija sa mini-max
aproksimacijom idealne fazne karakteristike prvi je opisao Humpheris [33], a zatim i
za filtar propusnika opsega frekvencija Lerner [44]. Rešenje koje nudi aproksimaciju
linearne fazne karakteristike u zatvorenom obliku predloženo je u radu [57]. Fazna greška
je jednaka nuli samo u maksimalnom broju interpolacionih tačak 1, dok maksimalna
fazna greška izmed-u interpolacionih tǎcaka nisu jedake.
• Kod prelaznih filtara karakteristike se menjaju skokovito ili postepeno od jednog filtra do
drugog sa ciljem da se postigne ili povećanje slabljenja u nepropusnom opsegu ili da se
1Maksimalan broj nula funkcije fazne greške je za jedan veći od reda faznog korektora ne računajúci nulu u
koordinatnom pǒcetku.
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ostvari bolji kompromis izmed-u karakteristika u frekvencijskom ili vremenskom domenu
rezultujúceg filtra. Jedno od prvih i najpoznatijih rešenja dali su Peles i Murakami [52],
poznato kao Prelazni Butterworth-Thomsonovi filtri. U dostupnoj literaturi se može naći




– Ultraspherical-Thomsonovi i Butterworth-Thomsonovi [35],
Stoga su istraživanja,čiji su rezultati saopšteni u ovoj disertaciji, bila usmerena na proǔca-
vanje najpogodnijih aproksimacionih postupaka za sintezufiltara u frekvencijskom, kao i u
vremenskom domenu koji su pogodni za realizaciju hibridne banke filtara. Dobijeni rezul-
tati su pokazali da je dvostuko komplementarna analogna banka filtara pogodna za realizaciju
dvokanalne banke filtara (ne unosi amplitudska izobličenja), med-utim njena karakteristika
slabljenja je jako osetljiva na tolerancije komponenata u nepropusnom opsegu. S druge strane,
komplementarna banka filtra zasnovana na Pseudo-Jacobijevim polinomima je znatno manje
osetljiva na tolerancije komponenata, ali zahteva kompenzaciju amplitudskih izoblǐcenja. Stoga
novodobijene filtarske funkcije nisu predvid-ene samo za realizaciju banke filtara već se mogu
posmatrati kao novi nezavisni postupci za sintezu prenosnih fu kcija.
1.2 Tok izrade doktorske disertacije
Aproksimacija i implementacija dvokanalne hibridne bankefiltara je predmet analize i istraži-
vanja prezentovanih u disertaciji. Najvažniji rezultati is raživanja su prikazani ǔcetiri poglavlja,
a u zakljǔcku su sumirani najvažniji naučni doprinosi i pravci budúcih istraživanja.
Glavni deo predložene disertacije podeljen je u pet poglavlja. U drugoj glavi, nakon uvoda,
pojam aproksimacije amplitudske karakteristike filtara ortogonalnim polinomima je proširen i
na primenu ortogonalnih Jacobijevih polinoma. Jednostavnom modifikacijom ortogonalnih Ja-
cobijevih polinoma dobijeni su polinomi, nazvani Pseudo-Jacobijevi polinomi [76], pogodni za
aproksimaciju amplitudske karakteristike analognih filtara propusnika niskih frekvencija. Ako
je stepen filtra poznat, oba parametra Jacobijevog polinomamogu se koristiti za kontinualno
podešavanje performansi filtra. Točini da su dobijene frekvencijske karakteristike fleksibilnije
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od standardnih aproksimacija kao što su aproksimacije sa Chebys evljevim ili Legenderovim
polinomima. Treba napomenuti da predložena aproksimacijaPseudo-Jacobijevim polinomima
obuhvata mnoge napred pomenute aproksimacije polinomskihfiltara, kao na primer: Butter-
worthov [10], Chebyshevljev [64], Legendreov [15,55,94] injihove derivate koje su predložili
Ku i Drubin [42], itd. Niskofrekvencijski, visokofrekvencijski filtarski par je komplementaran
jer se prenosna funkcija filtra propusnika visokih frekvencija dobija transformacijoms→ 1/s
prenosne funkcije filtra propusnika niskih frekvencija. Navedeni su podaci o položaju polova
ove klase filtara us-ravni za parametre Jacobijevih polinoma−0.5 i 1.5, koji daju približno
monotonu amplitudsku karakteristiku in= 3 do 10. Izvršeno je detaljno pored- nje dobijenih
rezultata sa poznatim kritično monotonim prenosnim funkcijama.
U trećoj glavi je pokazano da se tehnika aproksimacije dvostrukokomplementarne banke
digitalnih IIR filtara [86] (komplementarna po snazi i all-pass komplementarna) može primeniti
i na analogne filtre. Najpre je izveden uslov koji treba da zadovolji karakteristǐcna funkcija filtra
da komplementarni filtarski par bude komplementaran po snazi. Z tim je dokazano da polovi
analogne banke filtara komplementarne po snazi leže na kruguu ravni kompleksne frekvencije,
a nule na imaginarnoj osi. Predložena je nova klasa analognih filtara komplementarnih po
snazi sa višestrukom nulom ili prostim nulama prenosa na realnim frekvencijama. Na kraju je
pokazano da su ovako dobijene prenosne funkcije all-pass komplementarne.
U mnogim primenama neophodni su filtri, koji pored strogih specifikacija u pogledu karak-
teristike slabljenja u propusnom i nepropusnom opsegu, treba da imaju što manja izobličenja
grupnog kašnjenja. Filtri sa minimalnim faznim pomerajem ne mogu jednovremeno da zado-
volje uslove u pogledu amplitudske i karakteristike grupnog kašnjenja, pa se problem rešava
kaskadnom spregom filtra sa specificiranom selektivnosti i kore tora grupnog kašnjenja koji ne
unosi slabljenje. Fazni korektori mogu da imaju i veću složenost nego sam filtar, naročit ako
je potrebno da se korekcija grupnog kašnjenja izvrši u celompropusnom opsegu filtra velike
selektivnosti. Iz tog razlogǎcetvrta glava je posveć na sintezi korektora grupnog kašnjenja.
S obzirom na mogúcu složenost korektorskog kola postavlja se pitanje da li maksimalna
greška odstupanja od idealne karakteristike treba da bude specificirana u odnosu na karakteris-
tiku grupnog kašnjenja u % ili faznu karakteristiku u (◦). U sistemima za kompresiju impulsa
često se dozvoljene varijacije definišu u odnosu na fazno kašnjenje, jer je fazna greška kritičan
faktor u odred-ivanju ehoa signala. S druge strane, u sistemima sa frekvencijskom modulacijom
greška grupnog kašnjenja unosi nelinearna izobličenja.
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S matematǐcke tǎcke gledišta, grupno kašnjenje kao parna racionalna funkcija frekvencije
pogodnija je za analizu od fazne karakteristike, pa se analitički postupci u najvécem broju
slučajeva zasnivaju na funkciji grupnog kašnjenja. U ovoj glavi je predložen novi nǎcin sinteze
korektora grupnog kašnjenja tako da rezultujuća karakteristika grupnog kašnjenja kaskadne
kombinacije filtra i korektora aproksimira konstanto grupno kašnjenje u smislu odred- nog broja
zaravnjenja u koordinatnom početku. Pokazano je da se proces odred-ivanja parametara korek-
torskog kola sastoji u rešavanju jednog sistema odn simultanih nelinearnih jednačina samo
jednom, gde jen stepen korektora grupnog kašnjenja. Kao što je poznato, u slučaju mini-max
aproksimacije konstantnog grupnog kašnjenja parametri korekt rskog kola se odred-uju itera-
tivnim procesom koji se sastoji u rešavanju dva sistema simultanih nelinearnih jednǎcina odn
nepoznatih.
U ovoj glavi je razmatrana i osetljivost karakteristike grupnog kašnjenja faznog korektora
(all-pass kola). U svom klasičnom radu [32] Hilberman je pokazao da se odstupanje slabljenja
(u neperima), relativno odstupanje faze i relativno odstupanje grupnog kašnjenja može izraču-
nati u obliku zbira proizvoda tri faktora: osetljivosti odgovarajúce karakteristike na promene
vrednosti koeficijenata prenosne funkcije, osetljivosti koeficijenata na promene vrednosti kom-
ponenata, i tolerancije komponenata. Umesto relativne osetljivosti grupnog kašnjenja u odnosu
na koeficijente filtra, kao što je uobičajeno u literaturi, u disertaciji je definisana polurelativna
osetljivost grupnog kašnjenja bikvadratne prenosne funkcije filtra u sekundama u odnosu na
promene parametaraQ-faktora i modula pola. Time je omogućen prorǎcun odstupanja grupnog
kašnjenja u sekundama ako su poznate tolerancije elemenata. Pokazano je da je osetljivost
karakteristike grupnog kašnjenja proporcionalana sa kvadratomQ-faktora pola. Prilikom re-
alizacije faznih korektora, ili all-pass mreža za realizacju dvostruko komplementarne banke
filtara, o tome treba voditi rǎcuna.
Konǎcno, izlaganja u petoj glavi posveć na su realizaciji analognog dela za analizu hib-
ridne banka filtara. Usvojena je all-pass realizacija dvostruko komplementarne analogne banke
filtra. All-pass realizacija sa LRC rezonatorima pogodna jeza ove primene jer se lako postiže
nezavisno podešavanje centralne frekvencijeωp i faktora dobroteQ komponentama LCR re-
zonatora. Centralna frekvencijaωp se može podešavati kondenzatoromC ili kalemomL, dok se
promenaQ-faktor može ostvariti pomócu otpornikaR. Za realizaciju su potrebne samo tri kom-
ponente. Kalem je zamenjen integrisanim Antoniouevim generalisanim impedansnim konver-
torom [4]. Radi upored-ivanja predožene implementacije sa drugim implementacijama, izvršena
9
1.2. Tok izrade doktorske disertacije
je Monte Carlo simulacija predložene realizacije. Prenosna funkcija petog reda dvostruko
komplementarne banke filtara je odabrana za Monte Carlo simulacij . Usvojena je normalna
raspodela za komponente filtra i tolerancija od 1%. Pored-enje standardne kaskadne realizacije
sa realizacijom zasnovanom na LCR rezonatorima je pokazalada obe realizacije imaju malu
osetljivost karakteristike slabljenja u propusnom opsegu. Med-utim, odstupanje karakteristike
slabljenja od nominalne vrednosti u nepropusnom opsegu je znatno véce kod all-pass real-
izacije. Kod all-pass implementacije osetljivost značajno raste sa porastom reda filtra, a samim
tim sa porastomQ faktora pola. Zato je potrebno sekcije višeg reda realizovati sa komponetama
manjih tolerancija, i (ili) primeniti dodatno trimovanjeQ-faktora pola.
Poslednja glava je zaključak i u njoj su nabrojani doprinosi disertacije i predloženipravci
budúcih istraživanja.
Pored rezultata koji su objavljeni u naučnimčasopisima u zemlji i inostranstvu, predložena
disertacija sadrži i više do sada neobjavljenih rezultata.Oni se pre svega odnose na proširenje





POZNATO je da za odred
-eni stepen filtra uvek postoji kompromis izmed-u amplitudske
karakteristike i karakteristike grupnog kašnjenja. Razmatrajući celokupni frekvencijski
opseg, bolja karakteristika grupnog kašnjenja generalno je p vezana sa boljim karakteristikama
u vremenskom domenu [60]. Bolja karakteristika u vremenskom d menu dovodi do manjih
vremenskih kašnjenja ili manjih vrednosti premašenja u odzivu filtra na jedinǐcnu funkciju.
Postoje aproksimacije koje imaju veoma dobru amplitudsku kara teristiku na rǎcun loše
karakteristike grupnog kašnjenja, kao na primer, Butterworthove [10], Chebyshevljeve [64],
Bernsteinove [62], Legendreove [15,55,94] i njihovi derivat Ku i Drubin [42]. Inverzni slǔcaj
se javlja sa drugim aproksimacijama, kao na primer, Besselove [24], Gaussove [20], Hermi-
teove [42] i monotoni u smislu najmanjih kvadrata [58], ali svi navedeni filtri daju optimalne
karakteristike u odred-enim tǎckama frekvencijskog opsega.
Prelazni filtri su alternativna rešenja koja nude kompromisizmed-u amplitudske karakteris-
tike i karakteristike grupnog kašnjenja. Razmatraju se prelazni Butterworth-Chebyshevljevi fil-
tri [9] sa amplitudskom karakteristikom koja postepeno prelazi od Butterworthovog filtra prema
Chebyshevljevom filtru kako broj oscilacija (ili stepen zaravnjenja u koordinatnom početku)
varira. Tri stepena slobode su dostupna za prelazne Butterworth-Chebyshevljeve filtre: stepen
filtra n, maksimalno slabljenje u propusnom opseguε i stepen zaravnjenja u koordinatnom
početku. Postepeni prelaz iz jedne poznate aproksimacije u drugu poznatu aproksimaciju se
postiže koriš́cenjem predložene metode Pelessa i Murakamija [52]. Oni predlažu da je svaki
pol prelaznog Butterworth-Thompsonovog filtra interpolacija izmed-u pola Butterwortovog fil-
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tra i odgovarajúceg pola Thompsonovog filtra.
U ovoj glavi, pojam aproksimacije amplitudske karakteristike filtara ortogonalnim poli-
nomima je proširen i na primenu ortogonalnih Jacobijevih polinoma. Jednostavna modi-
fikacija ortogonalnog Jacobijevog polinoma, pogodna za aproksimaciju amplitudske karakter-
istike analognih filtra propusnika niskih frekvencija, predložena je u ovoj glavi. Ako je stepen
filtra poznat, oba parametra Jacobijevog polinoma mogu se koristiti za kontinualno podeša-
vanje performansi filtra. Tǒcini da je dobijena amplitudska karakteristika opštija od stan-
dardnih aproksimacija kao što su aproksimacije sa Chebyshevljevim ili Legenderovim poli-
nomima. Treba napomenuti da predložena aproksimacija Jacobijevim polinomima obuhvata
mnoge napred pomenute aproksimacije polinomskim filtara.
2.1 Aproksimacija amplitudske karakteristike filtra
Aproksimacija amplitudske karakteristike filtra propusnika niskih frekvencija, uz pretpostavku
da su sve nule prenosa u beskonač osti (polinomski filtar), kvadrat modula amplitudske karak-





gde jeω promenljiva frekvencija,εp parametar kojim se kontroliše slabljenje na granixi pro-
pusnog opsega (passband edge ripple factor),n je stepen filtra, a polinomφn(ω) je karakter-
istična (ili aproksimaciona) funkcija filtra koju treba odabrati t ko da se dobije željena am-
plitudska karakteristika filtra. Karakteristična funkcija se normalizuje tako da ima jedinič u
vrednost na graničnoj frekvenciji propusnog opsega filtraωp, koja se takod-e normalizuje na
ωp = 1, pa se može pisati da jeφn(1) = 1. Kod svih polinomskih filtara (sa svim nulama
prenosa u beskonačnosti), pa i kod predložene klase filtara, karakteristična funkcija je karak-
teristǐcni polinom.
Kod projektovanja filtara, karakteristična frekvencija koja se koristi za normalizaciju je
granǐcna frekvencija propusnog opsega, stoga je normalizovana granǐcna frekvencija pro-
pusnog opsega jednaka jedinici. Imajući vidu da je amplitudska karakteristika parna funkcija
1Za projektovanje filtara na raspolaganju su dva metoda: Metod imaž parametara (image parameter method) i
metod unesenih gubitaka (insertion loss method). Prvi metod se sastoji u kaskadnom povezivanju prostihčetvoro-
pla, filtara k i m tipa, a drugi metod se zasniva na projektovanju kompletno specificiranog frekvencijskog odziva.
U disertaciji je koriš́cen metod unesenih gubitaka.
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frekvencije, potrebno je da karakteristična funkcijaφ2n(ω) bude parni polinomψn(ω2) =
φ2n(ω). Ako je φn(ω) parno ili neparno, tada jeφ2n(ω) uvek parno, kao što je potrebno.
Polinomiφn(ω), koji nisu parni ni neparni, mogu se upotrebiti za aproksimaciju amplitudske
funkcije ako seφn(ω) zameni saφn(ω2). U takvim slǔcajevima je neophodno da karakteris-
tična funkcija ne sadržǐclanove oblikaω2k+1.
Jacobijevi polinomiP(α,β )n (x) imaju n prostih nula u intervalu ortogonalnosti−1 < x < 1
zaα 6= β , ali oni nisu ni parni ni neparni polinomi. Takav tip polinoma nije pogodan da bude
karakteristǐcna funkcija. Med-utim, Jacobijevi ortogonalni polinomi mogu se prilagodititako
da se mogu upotrebiti za aproksimaciju filtarske amplitudske karakteristike, kao štóce biti
pokazano u sledećoj sekciji.
2.2 Jacobijevi polinomi
Klasični Jacobijevi polinomi stepenan [1], poznati i kao hipergeometrijski polinomi, (najčeš́ce
se koristi oznakaP(α,β )n (x) za te polinome), su ortogonalni na intervalu[−1,1] u odnosu na
težinsku funkcijuw(α,β ) = (1− x)α(1+ x)β ako su parametriα ≥ −1 i β ≥ −1 proizvoljni














δn,m je Kronecker delta simbol, aΓ(·) je dobro poznata gama funkcija.
Za generisanje Jacobijevih polinoma koristi se tročlana rekurentna relacija
P(α,β )0 (x) = 1,







P(α,β )n+1 (x) = (a
(α,β )






(2n+α +β +1)(2n+α +β +2)
2(n+1)(n+α +β +1)
b(α,β )n =
(β 2−α2)(2n+α +β +1)
2(n+1)(n+α +β +1)1)(2n+α +β )
c(α,β )n =
(n+α)(n+β )(2n+α +β +2)
(n+1)(n+α +β +1)1)(2n+α +β )
.
MATLAB R© script za izrǎcunavanje koeficijenata Jacobijevih polinoma, koji koristi tročlanu
rekurentnu formulu, memorisan kao fajlJacobiPoly.m može se náci u Dodatku A.
Priloženi MATLAB R© program za generisanje Jacobijevih polinoma može se takod-e ristiti
za generisanje ortogonalnih polinoma, koji su specijalni slučajevi Jacobijevih polinoma, kao
na primer Chebyshevljevi (α = β =−0.5), Legendreovi (α = β = 0) i Gegenbauerovi (α = β )
polinomi.
U daljem tekstúce biti koriš́cene neke osobine Jacobijevih polinoma kao što su:
• Vrednosti Jacobijevog polinoma na granici propusnog opsega, zax=±1 su
P(α,β )n (1) =
Γ(n+α +1)
Γ(n+1)Γ(α +1)




• Pariti relacija za ortogonalne Jacobijeve polinome
P(α,β )n (x) = (−1)nP(β ,α)n (x). (2.6)
• Relacija koja se odnosi na izvode
d
dx
P(α,β )n (x) =
1
2
(n+α +β +1)P(α+1,β+1)n−1 (x). (2.7)
2.2.1 Pseudo-Jacobijevi polinomi
Predložena je sledeća adaptacija Jacobijevih polinoma, koja se zasniva na sabiranju dva ortogo-












Može se jednostavno pokazati da Pseudo-Jacobijevi polinomi (2.8) izuzev u slǔcajevima kada
je α = β nisu ortogonalni. Pošto Jacobijevi polinomiP(β ,α)n (x) = (−1)nP(α,β )n (−x) nisu ortog-
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onalni u odnosu na težinsku funkcijuw(α,β )(x) na intervalu[−1,1], stoga Pseudo-Jacobijevi
polinomi (2.8) nisu ortogonalni polinomi. Med-utim, rezultujúci Pseudo-Jacobijev polinom je
stepenan i on je parna funkcija ako jen parno, a neparna funkcija ako jen neparno, promenljive
(x). Prema tome, pogodni su za aproksimaciju niskofrekvencijskih filtara jer mogu ispuniti sve
zahteve koji se postavljaju pred karakterističnu fukciju.
Pseudo-Jacobijevi polinomi su simetričn u odnosu na redosled parametaraα ndβ , t.j.
J
(α,β )
n (x) = J
(β ,α)
n (x). Tabela 2.1 sadrži Pseudo-Jacobijeve polinome zaα =−0.5 i β = 0.5 od
prvog do desetog stepena. Na Slici 2.1 je dat prikaz prvih petPs udo-Jacobijevih polinoma sa
parametrimaα = −0.5, β = 0.5. Na Slici se vidi da ovi polinomi imaju sličan oblik kao Le-
gendreovi polinomi, koji su veoma pogodni za aproksimacijufiltarskih funkcija. To je zato što
se u ovom slǔcaju može smatrati da Pseudo-Jacobijevi polinomi predstavljaju proširenu verziju
Legendreovih polinoma, jer se zaα = 0 i β = 0 dobijaju Legendreovi polinomi.































































































Od znǎcaja za projektovanje filtara je poznavanje lokacija nula Pseudo-Jacobijevih poli-
noma. Ove nule su poznate pod imenom nule refleksije (reflection zeros) i potrebno je da
budu u propusnom opsegu filtra. Za odred-ivanje nula mogu se koristiti standardni matematički
programi kao što su MATLAB R© i Mathematica. Kao i do sada, korišćen je MATLAB R© soft-
verski paket. Dobijeno je da Pseudo-Jacobijevi polinomJ(α,β )n (x) n-tog stepena iman realnih
nula u zatvorenom intervalu[−1,1]. To se i moglo zakljǔciti na osnovu Slike 2.1. Na primer,
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nule Pseudo-Jacobijevog polinoma osmog reda (n = 8) sa parametrimaα = −0.5 i β = 0.5
su: −0.9396926,−0.7660444,−0.5000000,−0.1736482,0.1736482, 0.5000000, 0.7660444,
0.9396926.
Može se uǒciti da su nule locirane simetrično oko koordinatnog pǒcetkax= 0.
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Sl. 2.1: Pseudo-Jacobijevi polinomi za n= 1,2, . . . ,5, i parametreα =−0.5 i β = 0.5.
2.3 Polinomska karakteristična funkcija
Polinomska karakteristična funkcija (u daljem tekstu karakteristična funkcija), Jacobijevog fil-


















Karakteristǐcna funkcijaφn(ω) je simetrǐcna u odnosu na redosled parametaraα i β jer je
J
(α,β )




2.3. Polinomska karakteristična funkcija
Na Slici 2.2 prikazane su karakteristične funkcije devetog stepena, zasnovane na Pseudo-
Jacobijevim polinomima devetog stepena, za parametarα = −0.5 i četiri razlǐcite vrednosti
parametraβ : −0.5, 0, 0.5 i 1.5. Karakteristična funkcija oscilira oko nule u opsegu−1< ω <
1, a oscilacije su ograničene sa±1, i zaα,β >−0.5, φn(0) 6= 0 zan parno, dok jeφn(0) = 0 za
n neparno. Za|ω| > 1 karakteristǐcna funkcija raste (opada) monotono. Ukoliko jeφn(0) 6= 0,
može se pokazati, da se prenosna funkcijaHn(s), data jednǎcinom (2.1), ne može realizovati
kao pasivna LC mreža izmed-u jednakih otpornika.
Jednake vrednosti za parametreα =−0.5 i β =−0.5 daju karakteristǐcnu funkciju Cheby-
shevljevog filtra. Sa porastom parametraβ oscilacije opadaju i ostaju iste izuzev malog odstu-
panja na kraju propusnog opsega. Zaβ =−1.5 karakteristǐcna funkcija postaje približno mono-
tona [79].
Normalizovana frekvencija, ω



















Sl. 2.2: Karakteristične funkcije Pseudo-Jacobijevih filtra devetog reda zaα = −0.5 i četiri vrednosti
zaβ : −0.5, 0, 0.5 i 1.5. Zaα = β =−0.5 dobija se karakteristična funkcija Chebyshevljevog filtra.
Za odred-ivanje imenitelja prenosne funkcijeHn(s), čija je amplitudska karaktristika data
jednǎcinom (2.1), potrebno je najpre funkcijuψn(ω2) = φ2n(ω) analitǐcki produžiti na celu












2.3. Polinomska karakteristična funkcija
Selekcijom polovasi , i = 1,2, . . . ,n koji se nalaze u levoj poluravni kompleksnes ravni, dobija











gde jeh0 = an+1/
√
1+ ε2pφ2n(0) konstanta koja ograničava da amplituda prenosne funkcije
|Hn(ω)| ne bude véca od jedinice, adi = ai/h0. Ukoliko je prenosna funkcija neparna, tada je
φn(0) = 0, pa jeh0 = an+1. Za parne prenosne funkcije, kod kojih jeh0 > an+1, ne mogu se
realizovati kao pasivne LC mreže izmed-u jednakih otpornosti.
Primenom Darlingtonove realizacije [18] na predloženu Pseudo-Jacobijevu prenosnu
funkciju dobijaju se simetrične i reciprǒcne pasivne lestvičaste LC mreže zatvorene na oba
kraja jednakim otpornostima za neparne redove filtra, dok zaparne redove to nije slučaj. Kao
simetrǐcne pasivne LC mreže mogu se realizovati sve prenosne funkcije kod kojih je karakte-
ristična funkcijaψn(ω2) puni kvadrat. Na primer, to ne važi za kritično monotone filtre kao što
su Papoulisovi Optimalni L-filtri [49]. U Prilogu B prikazanje Darlingtonova lestvičasta LC
realizacija i tabelarni prikaz realizovanih lestvičastih LC mreža za redove filtra od tri do deset.
Na Slici 2.3 prikazan je položaj polova Pseudo-Jacobijevogfiltra devetog reda. Odgovara-
juće karakteristǐcne funkcije prikazane su na Slici 2.2, zaα = −0.5 i tri različite vrednosti
zaβ = 0,0.5 i 1.5. Koeficijentidi , i = 1,2, . . . ,9 u imenitelju prenosnih funkcija Jacobijevih
filtara devetog stepena, u skladu sa jednači om (2.12), dati su Tabeli 2.2 za svaku prenosnu
funkciju.
Tab. 2.2: Koeficijenti u imenitelju prenosne funkcije Pseudo-Jacobijevih filtara devetog reda.
D(s) = d1s9+d2s8+ · · ·+d9s+d10
di
α =−0.5
β = 0 β = 0.5 β = 1.5
d1 114.0729 51.2 14.5194
d2 123.6453 88.10417 41.77595
d3 312.3413 178.2041 83.02529
d4 251.1374 193.705 113.482
d5 283.2843 192.8005 118.269
d6 158.9528 133.0264 93.88951
d7 94.98896 74.68058 56.42728
d8 32.03681 29.21164 24.55523
d9 8.623849 7.70865 7.008029
d10 1.0 1.0 1.0
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Radi pored-enja, na Slici 2.3 su prikazani i polovi Butterworthovog filtra devetog reda, koji,




















Sl. 2.3: Položaj polova Pseudo-Jacobijevih filtara devetog stepena, za α = −0.5 i β = 0,0.5 i 1.5, i
Butterworthovog filtra.
Slika 2.3 pokazuje da se sa porastom vrednosti parametraβ polovi prenosne funkcije
pomeraju ulevo, pa za veliku vrednost parametraβ (na primerβ = 10), polovi će ležati na
jediničnom krugu, ali se néce poklopiti sa polovima Butterwothovog filtra, jer dva polan -
jbliža realnoj osi postaju realna, što znatno pogoršava karkte istike filtra. Da bi se dobio
Butterworthov filtar i parametarα treba da ima veliku vrednost.
Sa pomeranjem polova ulevo smanjuje se kritični faktor dobrote pola Jacobijevog filtra2. Za
navedene partikularne slučajeve kritǐcni faktori dobrote polova iznose:Q(−0.5,0)c = 16.3225060,




Na Slici 2.4 prikazani su frekvencijski odzivi tri Pseudo-Jacobijeva filtra devetog reda za
α =−0.5 i tri različite vrednoste parametraβ (0, 0.5 i 1.5) u polulogaritamskoj skali. Frekven-
cijski odziv amplitudske karakteristike u propusnog opsegu nacrtan je u deset puta većoj
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Sl. 2.4: Frekvencijske karakteristike Pseudo-Jacobijevih filtra devetog reda zaα = −0.5 i β = 0,0.5 i
1.5, i Butterworthovog filtra.
tvrditi da je približno monotona. Naime, karakteristika slbljenja poseduje nejednake oscilacije
u propusnom opsegu sa vrlo malom amplitudom. Maksimalna oscilacija iznosi 0,0248 dB
na normalizovanoj frekvenciji 0.8405 rad/s, štočini da je promena znaka prvog izvoda vrlo
mala [79]. Smatra se da je amplitudska karakteristika u propusnom opsegu približno monotona
ako su oscilacije u propisnom opsegu manje od 0.03 dB.
Sa povécanjem parametraβ smanjuje se i izoblǐcenje grupnog kašnjenja koji nastupa na
ivici propusnog opsega. Kako za sve poznate filtre tako i za Pseudo-Jacobijeve filtre važi da
prelazne karakteristike (transient response) i karakteristike u ustaljenom stanju (steady state
response) leže izmed-u Butterworthovih i Chebyshevljevih filtara. Potrebno je odrediti gde se u
navedenom opsegu nalaze karakteristike Jacobijevih filtara.
Grafičko pored-enje karakteristika filtara nije objektivno. Jedan od nači za pored-enje
frekvencijskih odziva dva filtra koji su realizovani na osnovu istih frekvencijskih specifikacija je
nagib amplitudske karakteristike na granici propusnog opsega (cutoff slope). Prema definiciji,
nagib se definiše kao negativni izvod amplitudske karakteristike na normalizovanoj graničnoj
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je nagib karakteristične funkcije na granici propusnog opsega, kogaćemo nazvati faktor na-
gibaSF(α,β ) (slope factor). Za izrǎcunavanje prvog izvoda Jacobijevog ortogonalnog polinoma
P(α,β )n (ω) korišćena je relacija (2.7). Važno je napomenuti da je nagib slabljenja na granici pro-
pusnog opsega dat u zatvornom obliku. Faktori nagiba za amplitudske karakteristike prikazane
na Slici 2.4 su:SF(−0.5,0.0) = 98.8767, SF(−0.5,0.5) = 66.000 i SF(−0.5,1.5) = 98.8767. Za
α = β = −0.5 može se verifikovati rezultat Budaka i Aronhimea [9] koji sudobili za Cheby-
shevljevu aprokcimaciju -mc = −2−3/2n2. Za α = β = −0.5, i pošto jeΓ(0.5)/Γ(1.5) = 2,
izraz (2.14) daje faktor nagibaSF(−0.5,−0.5) = n2.
Na Slici 2.5 prikazana je 3D grafika promene Faktora nagiba zafiltar devetog reda u funkciji
parametara Pseudo-Jacobijevog polinoma.
Približno monotoni Pseudo-Jacobijevi filtri mogu se uspešno primeniti za realizaciju banke
filtara u mikrotalasnom opsegu. Jedna od značajnih karakteristika filtara koji rade na mikrota-
lasnim frekvencijama su povratni gubici (return los). Reflekcioni koeficijent se definiše preko





Povratni gubici na ulazu filtra u dB,RL= −10log20(|Γ(ω)|), zavise pre svega od podešenosti
impedansi na ulazu filtra i oni se najčeš́ce koriste za podešavanje (trimovanje) karakteristika
filtra. Mala vrednost povratnog slabljenja garantuje i maluvrednost unešenog slabljenja.
Na Slici 2.6 prikazane su frekvencijske karakteristike povratnog slabljenja Pseudo-
Jacobijevog filtra zaα = −0.5 i tri različite vrednosti parametraβ . Sa povécanjem parametra
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Sl. 2.6: Povratno slabljenje Pseudo-Jacobijevih filtra devetog reda, za parametarα =−0.5 i tri različite
vrednosti parametraβ : 0,0.5 i 1.5, i Butterworthovog filtra.
β smanjuju se povratni gubici, a samim tim smanjuje se i unešeno slabljenje. Frekvencije na
kojima je povratno slabljenje jednako nuli malo se menjaju spromenom parametraβ . Nula
najbliža propusnom opsegu se koristi za trimovanje propusnog opsega mikrotalasnog filtra.
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To je jedan od razloga što se Chebyshevljevi i Legendrovi filtr često koriste za realizaciju
mikrotalasnih filtara [14] [43] [77]. Za optimizaciju unešenog slabljenja može se koristi
parametarεp kojim se kontroliše slabljenje u propusnom opsegu. Oscilacije u propusnom
opsegu Chebyshevljevog filtra od 3 dB nisu prihvatljive za prktičnu primenu, te je u tom
slučaju obavezno koristitiεp za smanjivanje unešenog slabljenja.
Polovi prenosnih funkcije Jacobijevih filtara od trećeg do desetog reda sa približno
monotonom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu dati su u Tabeli 2.3.
Tab. 2.3: Položaj polova Pseudo-Jacobijevih filtara (α =−0.5 β = 1.5) sa približno monotonom amplitudskom


























































2.3.2 Pored-enje sa drugim sistemima
U ovoj sekciji ćemo uporeditǐcetiri klase filtara sa kritǐcno monotonom amplitudskom karak-
teristikom filtara i predloženu klasu filtara (α =−0.5 i β = 1.5) sa približno monotonom am-
plitudskom karakteristikom u propusnom opsegu. Filtri sa kriti čno monotonom karakteristikom
su:
1. Butterworthov filtar sa maksimalno ravnom [10] amplitudskom karakteristikom u koor-
dinatnom pǒcetku. Standardni filtar sa kojim filtri propusnici niskih frekvncija porede
23
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svoje karakteristike u ustaljenom stanju.
2. Optimalni L-filtar [49] [50] [27] poznat i kao Papoulis Legndre filtar sa maksimalnim
nagibom amplitudske karakteristike na granici propusnog opsega.
3. Halpernov filtar [27] sa maksimalnim asimptotskim slabljenjem, koje je vrlo slǐcno
sa asimptotskim slabljenjem L-filtra. Kod navedene aproksimacije Halpern je uvécao
vodéci koeficijent karakteristǐcnog polinoma do krajnjih granica.
4. LSM (Least Square Monotonic) filtar [58] sa minimalnim povratnim gubicima, odnosno
sa minimalnom površinom ispod karakteristične funkcije u propusnom opsegu.
Svi pomenuti filtri imaju sve nule prenosa u beskonač osti (polinomski filtri) i monotonu am-
plitudsku karakteristiku u nepropusnom opsegu. Za optimizaciju karakteristika koristi se red
filtra i maksimalno slabljenje u propusnom opsegu, parametar εp.
Na Slici 2.7 prikazane su karakteristike u ustaljenom stanju filtara sa monotonom i približno







































































Sl. 2.7: Karakteristike u ustaljenom stanju filtara sa monotonom amplitudskom karakteristikom u pro-
pusnom opsegu i Pseudo-Jacoobijevog filtra saα =−0.5 i β = 1.5.
Nagib amplitudske karakteristike na ivici propusnog opsega Halpernovog filtra isti je kao
kod Butterworthovog filtra, SF=2n, zan-ti stepen filtra, dok je asimptotski nagib sličan sa asim-
totskim nagibom Optimalnog L-filtra. Slabljenje Optimalnog L-filtra u propusnom opsegu je
24
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mnogo manje nego kod Halpernovog filtra, pa se može zaključiti da je Halpernov filtar samo od
akademskog interesa kao što su to zaključi i D- urić i Petkovíc [22]. To je razlog što Halpernov
filtar nécemo koristiti u daljim pored-enjima.
Pseudo-Jacobijev filtar i LSM filtar imaju približno iste karakteristike u ustaljenom stanju,
koje su znatno bolje od karakteristike Optimalnog L-filtra upropusnom opsegu, a nešto lošije
u nepropusnom opsegu. S druge strane, vrh grupnog kašnjenjana ivici propusnog opsega
Optimalnog L-filtra je nešto véci od vrha grupnog kašnjenja Pseudo-Jacobijevog filtra, štoje
posledica povécanog nagiba amplitudske karakteristike Optimalnog L-filtra u prelaznoj zoni.
Na Slici 2.8 upored-eni su povratni gubici Optimalnog L-filtra, LSM Filtra i Butter-
























Sl. 2.8: Povratni gubici klasičnih filtara sa monotonom amplitudskom karakteristikom i Pseudo-
Jacobijevog filtra sa približno monotonom karakteristikomu propusnom opsegu.
Najpre se može uǒciti da monotonu karakteristiku u propusnom opsegu Butterworthovog
filtra prate i monotoni povratni gubici, što nije poželjno zare lizaciju mikrotalasnih filtara, jer
granica propusnog opsega nije jasno definisana. To isto važii z Optimalni L-fitar i LSM filtar
kod kojih je povratno slabljenje znatno veće od povratnog slabljenja Butterworthovog filtra.
Med-utim, povratno slabljenje kod predložene klase filtra je znatno véce u odnosu na sve ostale
25
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monotone filtre, a pored toga postoje ičetiri frekvencije na kojima je povratno slabljenje jed-
nako nuli, odnosno, maksimalna snaga se predaje potrošaču. U klasǐcnim radovima [47] i [48]
H. J. Orchard je pokazao da je osetljivost amplitudske karakte istike u propusnom opsegu filtra
u odnosu na promene elemenata filtra, realizovanog kao pasivna LC mreža, ima minimalnu
vrednost ukoliko je filtar projektovan tako da na odred-enom broju frekvencija postoji maksi-
malan prenos snage potrošaču, što je slǔcaj sa Pseudo-Jakobijevim filtrom. Prema tome, može
se zakljǔciti da osetljivost predloženog filtra u propusnom opsegu jeznatno manja u odnosu na
sve ostale monotone filtre.
Karakteristike Butterwortovog, Halpernovog, OptimalnogL-filtra i LSM filtra su detaljno
upored-ene u nedavno publikovanom radu [83]. Stoga, karakteristike približno monotonog
Pseudo-Jacobievog filtra (α = −0.5 i β = 1.5) biće detaljno upored-ene samo sa karakteris-
tikama LSM filtra. Propusni opseg je normalizovan na jedinicu, ω3dB = 1, za oba filtra. Pret-
postavlja se da su oba filtra realizovana kao lestvičaste LC mreže bez gubitaka. U Tabeli 2.4
sažete su performanse za oba filtra: površina ispod karakteristične funkcije u propusnom
opsegu (Area), faktor nagiba (SF), faktor dobrote kritičnog pola (Qmax), odnos maksimalne i
minimalne normalizovane vrednosti elementa filtra (gmax/gmin), zbir normalizovanih vrednosti
svih elemenata filtra3 (∑ni−1gi), i otpornost potrošǎca (RL).
Površina ispod karakteristične funkcije u propusnom opsegu Pseudo-Jacobijevog filtra je
manja od površine ispod karakteristične funkcije LSM filtra, iako je LSM filtar aproksimiran
pod uslovom minimalne površine ispod karakteristične funkcije. Na primer, ovo važi za deveti
red Jacobijevog filtra sa parametrimaα =−0.5 i 0.3928< β < 1.981. Kada stepen filtra raste,
razlika površina takod-e raste, pa je približno monotoni filtar bolje rešenje od LSM filtra. Za
n = 10, površina ispod karakteristične funkcije Pseudo-Jacobijevog filtra je za 16.7% manja
od odgovarajúce površine LSM filtra, a samim tim Pseudo-Jacobijev filtar kara terišu manji
povratni gubici.
Daljim uvidom u Tabelu 2.4, može se zaključiti da su i ostale karakteristike Pseudo-
Jacobijevog filtra bolje od karakteristika LSM filtra osim u sl čaju faktora dobrote kritičnog
pola, koje su malo bolje ili približno iste. Ovo se i moglo predvideti jer su im frekvencijski
odzivi približno isti kao što je prikazano na Slici 2.7.
Važna prednost u odnosu na LSM filtar je zatvoreni oblik karakteristǐcne funkcije, u matem-
3Odnos maksimalne i minimalne vrednosti elemenata i zbir svih elemenata filtra se uobičajeno koristi za
pored-enje LC lestvǐcastih mreža. Kod projektovanaja mikrotalasnih filtara implementiranih u talasovodnoj
tehenici, dužina i širina linija rastu sa porastom vrednosti elementa, zato je potrebno da odnosgmax/gmin i zbir








Tab. 2.4: Pored-enje karakteristika predloženog približno monotonog filtra i LSM filtra
n
Area SF Qmax gmax/gmin ∑ni=1gi RL
NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM
3 0.1174 0.121 7.0909 7.2880 1.1401 1.1816 1.5388 1.6247 4.1852 4.2698 1 1
4 0.0795 0.086 10.7294 10.6700 1.6897 1.7070 1.8708 2.1085 5.6590 5.6891 1.0238 1
5 0.0570 0.061 15.1507 15.3400 2.3720 2.4439 2.1350 2.4671 7.2341 7.3299 1 1
6 0.0428 0.047 20.3636 20.1000 3.1853 3.1992 2.3396 2.6480 8.8689 8.9199 1.0087 1
7 0.0332 0.037 26.3721 26.1600 4.1282 4.1640 2.5106 2.9582 10.55 7 10.6517 1 1
8 0.0265 0.030 33.1779 32.2900 5.1998 5.1450 2.6861 3.0957 12.2695 12.3300 1.0041 1
9 0.0217 0.025 40.7821 39.7400 6.3996 6.3225 2.8295 3.2868 14.0161 14.1160 1 1
10 0.0180 0.021 49.1852 47.2400 7.7271 7.5518 2.9601 3.437315.7856 15.8495 1.0022 1
LSM, least square monotonic filtar; NM, približno monotoni filtar; SF, faktor nagiba.
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atičkom smislu, koji sadrži dva stepena slobode za podešavanjek rakteristika filtra, parametri
α i β . Navedenim parametrima mogu se podešavati talasavost u prop sn m opsegu filtra, što
utiče na povratne gubitke, selektivnost i karakteristiku grupnog kašnjenja.
Kao jedan od nedostataka Pseudo-Jacobijevih filtara može senavestičinjenica da se parni
redovi filtra ne mogu realizovati kao pasivne LC mreže sa dva pristupa zatvorene jednakim
otpornostima sa oba kraja. Sa porastom reda filtra razlika izmed-u otpornosti generatora i ot-
pornosti potrošǎca se smanjuje. Med-utim, od pomenutih monotonih filtara samo Jacobijevi fil-
tri se mogu realizovati kao simetrične/reciprǒcne mreže jer im je karakteristična funkcija puni
kvadrat, što nije slǔcaj sa ostalim monotonim filtrima. Ovo je važna osobina jer simetrǐcne
mreže imaju smanjenu osetljivost na tolerancije elemenata[89, str. 83].
2.4 Racionalna karakteristična funkcija
Racionalna karakteristična funkcija sa prostim polovima4, koja se koristi u jednǎcini (2.1) da





gde jeX0= [ω01,ω02, . . . ,ω0m] vektor koji sadrži poloveω0i karakteristǐcne funkcijeΦn(ω,X0)
koji leže u nepropusnom opsegu filtraω0i > 1, λ = ∏mi=1(ω20i −1), an> 2m je stepen prenosne
funkcije filtra. Može se lako proveriti da jeΦn(1,X0) = (−1)m.
Nule karakteristǐcne funkcijeX0 treba podesiti tako da slabljenje u nepropusnom opsegu
bude u Chebyshevljevom smislu, tj. da minimalno slabljenjena ekstremalnim frekvencijama
u nepropusnom opseguXm = [ωm1,ωm2, . . . ,ωmm] iznosiRs [dB]. Nepoznati vektorX0 može
se izrǎcunati rešavanjem sistema odm nelinearnih jednǎcina Newton-Kantorovǐcevim itera-
tivnim postupkom bez memorije [5] ukoliko su početna rešenjaX0(0) dovoljno blizu konǎcnom
rešenju.
Prvi korak se sastoji u odred-ivanju pǒcetnih rešenja za racionalnu karakterističnu funkciju




za aproksimaciju racionalne prenosne funkcije u kojoj imamo samo jednu nepoznatuω0 da bi se postiglo željeno
minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu. Med-utim, karakteristǐcna funkcija sa prostim polovima daje bolje
rezultate.
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X(0)0 = [ω01,ω02, . . . ,ω0m]
(0) koja su dovoljno blizu konǎcnim rešenjima i ispunjavaju uslov




01 . Nule eliptǐckog filtra m-tog reda mogu se uzeti za početno
rešenje jer su dovoljno blizu konačnom rešenju.
Drugi korak je odred-ivanje pǒcetnih rešenja zam frekvencijaX(0)m = [ωm1,ωm2, . . . ,ωmm](0)
u nepropusnom opsegu na kojima nastupaju ekstremne vrednosti slabljenja. Te frekvencije su
nule prvog izvoda karakteristične funkcije
∂Φn(ωmi,X0)
∂ω
= 0, i = 1,2, . . . ,m. (2.17)
Treći korak je izrǎcunavanje novih vrednosti za nule karakteristične funkcije rešavanjem
sistema odm nelinearnih jednǎcina Newton-Kantorovichevim postupkom
Fi(X0) = Φn(ωmi,X0)− (−1)iAi = 0, i = 1,2, . . . ,m (2.18)
gde suAi ekstremne vrednosti karakteristične funkcije u nepropusnom opsegu koje se javljaju
na frekvencijamaωmi, kao što je prikazano na Slici 2.9. Za slabljenje u nepropusnom opsegu
u Chebyshevljevom smislu jeA1 = A2 = . . . = Am = As, gde jeAs =
√
100.1amin−1, aamin je
minimalno slabljenje filtra u nepropusnom opsegu.
Veza izmed-u trenutne vrednosti nepoznatog vektoraX0, X
(i)
0 , i nove vrednosti vektoraX0








gde jeF(X0) vektor dimenzijam× 1 sa komponentamaFi(X0) (i = 1,2, . . . ,m) kao što je
prikazano u jednǎcini (2.18) za slabljenje u nepropusnom opsegu u Chebyshevljevom smislu,
i J−1F (X0) predstavlja inverznu matricum×m Jacobian matriceF(X0). Pošto je vektorXm
takod-e nepoznat, nakon izračunavanja svake nove vrednosti vektoraX0 treba izvršiti i korekciju
vektoraXm, koristéci jednǎcinu (2.17) koja se koristila za izračunavanje pǒcetne vrednost za
Xm.
Kao zaustavni kriterijum koristi se Frobenijusova ili Euklidova vektorska norma
‖ F(x0) ‖F=
√
∑mi=1F2i (X0)< ε, gde je ε proizvoljno mali broj. U programskom paketu
MATLAB R© poziva se jednostavno sa naredbomnorm .
U cilju odred-ivanja prenosne funkcijeHn(s) na osnovu poznatog kvadrata amplitudske
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Sl. 2.9: Racionalna karakteristična funkcija zasnovana na Pseudo-Jacobijevim polinomima sedmog
reda sa tri pola na realnim frekvencijama.
karakteristike|Hn(ω)|2, počinjemo sa analitǐckim produženjemφ2n(ω), na celus-ravan, pre-








Bez gubitka opštosti možemo pretpostaviti da jeεp = 1. Izborom polova u levoj polu-





, a1 = 1 (2.21)
gde jeh0 = an+1/
√
1+ ε2pΦ2n(0,X0)/∏mi=1 ω20i samo referentni nivo, tj. nivo koji ograničava
da amplituda prenosne funkcija|Hn(0)| ne bude véca od jedinice.
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Jednǎcina 2.22 ima dva dela. Prvi deo je nagib karakteristike slabljenja na granici propusnog
opsega Pseudo-Jacobijevog filtra sa svim nulama prenosa u beskonǎcnosti, jednǎcina (2.14).
Drugi deo pokazuje kako konačne nule prenosa povećavaju nagib amplitudske karakteristike
na ivici propusnog opsega.
Od praktǐcnog interesa je da karakteristika slabljenja u propusnom opsegu predložene klase
filtra sa konǎcnim nulama prenosa ima približno monotoni karakter, koji se može specifici-
rati minimalnom i maksimalnom vrednošću slabljenja u propusnom opsegu. Predloženo je da
ta granica bude od nule do 0.05 dB. Na primer, Pseudo-Jacobijev filtar zan = 5, α = −0.5,
β = 0.75 i m= 2 maksimalno slabljenje u propusnom opsegu iznosiamax= 0.0432789 dB
na normalizovanoj frekvenciji 0.7139761, dok je nulta vrednost slabljenja na normalizovanoj
frekvenciji 0.8357625. Od poznatih filtara sa konač im nulama prenosa samo Inverzni Cheby-
shev filtar ima maksimalno ravnu amplitudsku karakteristiku u propusnom opsegu.
Primenom predložene tehnike aproksimacije može se dobiti vel ki broj različitih klasa fil-
tara, ali u disertaciji bíce posvécena pažnja samo klasi filtara sa približno maksimalno ravnom
amplitudskom (AMF) karakteristikom u propusnom opegu. Primenom opisane procedure
odred-ene su prenosne funkcije sa približno maksimalno ravnom amplitudskom karakteristikom
u propusnom opsegu zan= 5,6,7 i 8 i date su u Tabeli 2.5. Približno maksimalno ravna ampli-
tudska karakteristika se postiže usvajanjem vrednosti parametaraα = −0.5 i β = 0.75 i mini-
malnim slabljenjem u nepropusnom opsegu odamin = 40 dB. Promena minimalnog slabljenja
u nepropusnom opsegu povlači za sobom i promenu parametraβ da bi se postiglo da karak-
teristika slabljenja bude približno maksimalno ravna. Pored polova i nula, Tabela 2.5 sadrži
referentni nivoh0 i granicu nepropusnog opsegωs.
2.4.1 Pored-enje sa Inverznom Chebyshevljevom aproksimacijom
Kao što se Butterworthovi filtri koriste za pored- nje polinomskih filtara, tako se inverzni
Chebyshevljevi filtri koriste za pored- nje filtara sa konǎcnim nulama prenosa, koje karakteriše
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Tab. 2.5: Položaj polova i nula, referentni nivo h0 i ivica nepropusnog opsegωs klase filtara sa približno maksi-
malno ravnom (AMF) amplitudskom karakteristikom:α =−0.5, β = 0.75, i Rs = 40dB.
n Položaj polova Položaj nula h0 ωs
5 −0.7867560 0.0612759 1.3717804
−0.4916962± j0.7264817 ± j1.4274814
−0.1289561± j0.9769936 ± j2.1700163
6 −0.7351847± j0.3848155 0.1263212 1.2400738
−0.3635299± j0.8494604 ± j1.2735859
−0.0902172± j0.9871114 ± j1.6788095
7 −0.9707736 0.0659537 1.1485312
−0.6517634± j0.7124820 ± j1.1672226
−0.2616439± j0.9385858 ± j1.3641911
−0.0622904± j0.9943376 ± j2.2585344
8 −0.9263043± j0.3963592 0.1559630 1.1072921
−0.5066291± j0.8534024 ± j1.1203195
−0.1961991± j0.9674855 ± j1.2527802
−0.0467816± j0.9967405 ± j1.7770579
maksimalno ravna amplitudska karakteristika u propusnom opsegu i Chebyshevljevo slabljenje
u nepropusnom opsegu. Prirodna normalizacija prototipskog inverznog Chebyshevljevog filtra
je da granǐcna frekvencija nepropusnog opsega ima vrednost jedan, odnosnoωs = 1. Da bi
pored-enje bilo korektno potrebno je da filtri koji se porede imaju istu širinu propusnog opsega
ω3dB = 1. Neka jeωc granǐcna fekvencija propusnog opsega na kojoj amplituda Inverznog










gde jeTn(·) Chebyshevljev polinom prve vrste stepenan, εs= 1/
√
100.1amin−1 je faktor kojim
se kontroliše slabljenje u nepropusnom opsegu (stopband edge ripple factor),amin je minimalna
vrednost slabljenja u propusnom opsegu u dB. Kao što je napred usvojeno, možemo zameniti
εp sa jedinicom da bi dobili slabljenje od 3 dB na ivici propusnog opsega Inverznog Cheby-
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Sada se frekvencijska karakteristika Inverznog Chevyshevljevog filtra može normalizovati da
je ω3dB = 1, tako što se definiše nova frekvencijska promenljivaω ′ = ω ωc.


















Nagib amplitudske karakteristike na granici propusnog opsega se dobija kad se nagib karakteri-
stične funkcije podeli saε2p/(1+ ε2p)3/2, što zaεp = 1 iznosi 23/2.
Faktor nagiba karakteristične funkcije Inverznog Chebyshevljevog filtra petog reda samin-
imalnim slabljenjem u nepropusnom opseguAmin = 40 dB iznosiSF(IC) = 10.2853346, što je
skoro šest puta manje od nagiba karakteristične funkcije Pseudo-Jacobijevog filtra istog reda i
sa istim slabljenjem u nepropusnom opsegu, ali sa približnomaksimalno ravnom amplitudskom
karakteristikom u propusnom opsegu, koji iznosiSF(AMF) = 61.0941582.
Amplitudske karakteristike i karakteristike grupnog kašnjenja filtra sa približno maksi-
malno ravnom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu i Inverznog Chebyshevl-
jevog filtra prikazane su na Slici 2.10. Može se uočiti da predloženi filtar ima znatno bolju
karakteristiku slabljenja kako u propusnom tako i u nepropusnom opsegu. Slabljenje novog fil-
tra zam= 2 u propusnom opsegu je uvek manje od slabljenja Chebyshevljevog filtra. S druge
strane karakteristika grupnog kašnjenja Inverznog Chebyshevljevog filtra je nešto bolja.
Amplitudsku karakteristiku AMF filtra karakteriše "ripple" u propusnom opsegu, u blizini
granǐcne frekvencije, koji se može kontrolisati parametrima Pseudo-Jacobijevog polinoma, a sa
njime i granica nepropusnog opsega tako da prelaznu zonu može činiti užom od prelazne zone
Inverznog Chebyshevljevog filtra. Granica propusnog opsega AMF filtra petog reda sam= 2,
α = −0.5 i β = 0.75, jeω(AMF)s = 1.3717804, koja je niža od granične frekvencije Inverznog
Chebyshevljevog filtra istog stepena koja iznosiω(CI)s = 1.6159670. Zaα = β → ∞ Pseudo-
Jacobijev polinom postaje Butterworthov polinom, što se može postíci konǎcnim vrednostima
parametaraα = β > 25, a AMF filtar se transformiše u Inverzni Chebyshevljev filtar, koji







































































Sl. 2.10: Pored-enje karakteristika u ustaljenom stanju približno monotong Pseuodo-Jacobijevog filtra
(α =−0.5 i β = 0.75) sa tri konačne nule prenosa i prenosne funkcije InverznogChebyshevljevog filtra.
2.5 Zaključak
Prikazana je nova klasa filtarskih funkcija koja se može primeniti za realizaciju hibridne
banke filtara. Aproksimacija je zasnovana na ortogonalnim Jacobijevim polinomima, koji se u
izvornom obliku ne mogu primeniti kao filtarske funkcije. Jednostavnom modifikacijom, koja
koristi pariti relaciju za ortogonalne Jacobijeve polinome, dobijena je filtarska funkcija pogodna
za realizaciju svih vrsta filtara. Pored dva stepena slobode, re filtra i maksimalno slabljenje u
propusnom opsegu koji se standardno koriste za optimizaciju karakteristika filtra, predložena
aproksimacija ima još dva stepena slobode, a to su dva parametra Pseudo-Jacobijevih polinoma.
Nova klasa filtra je nazvana Pseudo-Jacobijevi filtri.
Karakteristike nove klase filtara mogu se sumirati u sledeć m:
1. Standardni ortogonalni polinomi, Chebyshevljevi, Legendr ovi, Gegenbauerovi i But-
terworthovi polinomi, koji se koriste za aproksimaciju filtarskih funkcija su specijalni
slučajevi Jacobijevih polinoma. Ovom aproksimacijom su obuhvaćene sve aproksimacije
filtarskih funkcija ortogonalnim polinomima, izuzev prelaznih filtara.
2. Pogodnim izborom parametara Pseudo-Jacobijevog polinoma može se aproksimirati pri-
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bližno monotona karakteristika slabljenja u propusnom opsegu. Dobijena klasa filtara
pogodna je za realizaciju hibridne banke filtara u mikrotalasnoj tehnici jer je karakteriše
niska vrednost povratnih gubitaka i konačan broj nula na kojima nastupa maksimalan
prenos snage potrošaču.
3. Rezultati dobijeni pored-enjem nove klase filtara sa kritično monotonim amplitudskim
karakteristikama pokazuju da su karakteristike koje nudi predložena aproksimacija
filtarskih funkcija Pseudo-Jacobijevim polinomima značajno bolje od karakteristika
klasǐcnih monotonih filtara.
4. Lestvǐcasta LC realizacija nove klase filtarskih funkcija je simetrična i reciprǒcna, a time
i manje osetljiva na tolerancije elemenata, u odnosu na kritično monotone filtre koji se
ne mogu realizovati kao simetrične lestvǐcase LC mreže.
5. Primenom kontinualnih frekvencijskih transformacija nprototipske funkcije Jacobi-





DIGITALNA dvostruko komplementarna dvokanalna IIR banka filtara [3, 36, 41], realizo-vana paralelnom vezom dve all-pass mreže, odlikuje se efikasnom implementacijom i
malom osetljivoš́cu amplitudske karakteristike u propusnom opsegu na dužinudigitalne rěci.
Na ovaj nǎcin se postiže da se za oba filtra u filtarskom paru koristi istihardver. U ovoj glavi
će biti pokazano da se dvostruko komplementarna banka filtara može realizovati direktno u
analognom domenu i da se može primeniti za realizaciju hibridne banke filtara. Imajúci u vidu
da se samo neparni redovi banke filtara mogu realizovati all-pass mrežama sa realnim koefi-
cijentima, toće se razmatrati samo aproksimacija neparnih redova dvostruk komplementarne
analogne banke filtra.
3.1 Dvostruko komplementarni filtarski par
Filtarski parH0(s), propusnik niskih frekvencija, iH1(s)], propusnik visokih frekvencija, je
komplementaran po snazi ako je zbir kvadrata njihovih amplitudskh funkcija jednak jedinici
H0(s)H0(−s)+H1(s)H1(−s) = 1 (3.1)
ili na realnim frekvencijamas= jω
|H0( jω)|2+H1( jω)|2 = 1. (3.2)
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Kvadrat modula amplitudske karalteristike filtraH0(s) propusnika niskih frekvencija us-ravni




gde jeK(s) karakteristǐcna funkcija filtra propusnika niskih frekvencija, koja može biti poli-
nom ili racionalna funkcija, te je iH0(s) racionalna prenosna funkcija sa nulama prenosa na
realnim frekvencijama ili sa svim nulama prenosa u beskonačnosti. Na realnim frekvencijama
je |H0(s)|s= jω ≤ 1 za pasivni filtar.
Prenosna funkcija komplementarnog filtra propusnika visokih frekvencija u dvokanalnoj
banci filtara sa dobija primenom transformacijes 7→ 1/s, te je
H1(s) = H0(1/s). (3.4)
Potrebno je odrediti karakterističnu funkcijuK(s) tako da filtarski parH0(s) i H1(s) bude kom-
plementaran po snazi.
Lema 3.1. Racionalne funkcije H0(s) i H1(s) su komplementarne po snazi u s-ravni
H0(s)H0(−s)+H0(1/s)H0(−1/s) = 1 (3.5)
ako i samo ako je
K(s)K(−s)K(1/s)K(−1/s) = 1 (3.6)










gde jeR(s) = 1+K(s)K(−s)+K(1/s)K(−1/s). Zbir kvadrata modula prenosnih funkcija
filtra propusnika niskih frekvencija i filtra propusnika visokih frekvencija bíce jednak jedinici
(komplementaran po snazi) ako i samo ako je
K(s)K(−s)K(1/s)K(−1/s) = 1. (3.7)
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Time je lema dokazana.
Na osnovu Leme 3.1 moguće je pronáci generalni analitǐcki izraz za karakterističnu
funkciju koja se može primeniti za sintezu filtarskog para komplementarnog po snazi.
Lema 3.2. Racionalna filtarska funkcija H0(s) ispunjava uslov komplementarnosti po snazi









gde jeωm < 1, lm je proizvoljan ceo broj, za m= 1,2, . . . ,M. Red filtra je N= k+2∑Mm=1 lm.
Dokaz: Iz uslova komplementarnosti po snazi (3.7) proizilazi sledeća jednǎcina
K(−s)K(1/s) = 1
K(s)K(−1/s) (3.9)








Sve uslove (3.10) ispunjava karakteristična funkcija (3.8). Time je Lema 3.2 dokazana.
Lema 3.3. Neka su H0(s) i H1(s) polinomske ili racionalne funkcije sa realnim koeficijentima
komplementarne po snazi, tada za polove važi ograničenje da l že na jediničnom krugu.
Dokaz: Prenosna funkcijaH0(s), komplementarna po snazi, podrazumeva propoziciju







Na frekvencijama polova prenosne funkcijeH0(s)H0(−s) imenitelj prenosne funkcije (3.11) je





3.1. Dvostruko komplementarni filtarski par
Rešenja jednǎcine (3.12) su polovi prenosne funkcije (3.11).
Pošto su koeficijenti karakteristične funkcije realni, na kompeksnim frekvencijama koje se
nalaze na jediničnom krugu,s= ejθ , 0< θ < 2π , može se zakljǔciti da jeK(e− jθ ) = K∗(ejθ ).










Dakle, kolǐcnik K(s)/K(1/s) na jedinǐcnom krugu ima amplitudu jednaku jedinici, pa sledi da
svi poloviH(s)H(−s) leže na jedinǐcnom krugu.











jer jeK(s) = sn.
Dakle, modul kompleksnog broja|K(s)/K(1/s)|s= jω na jedinǐcnom krugu ima jedinǐcnu
vrednost, što znǎci da svi polovi funkcijeH0(s)H0(−s) leže na jedinǐcnom krugu. Polovi
koji leže u desnoj poluravni kompleksne promenljves pripadaju prenosnoj funkcijiH(s),
dok polovi koji leže u desnojs poluravni pripadaju prenosnoj funkcijiH(−s). Prema tome,
imenitelj prenosne funkcijeH0(s) je reciprǒcan (a mirror image) polinom koji ima sledeću os-
obinu,pn(s) = snpn(1/s), gde jen red polinomapn(s). Posledica ověcinjenice je da se polovi
prenosne funkcijeH1(s)=H0(1/s) nalaze na istom mestu kao i polovi prenosne funkcijeH0(s).
Lema 3.4. Filtarski par [H0(s),H1(s)], komplementaran po snazi, je takod-e all-pass komple-




gde su A1(s) i A2(s) stabilne all-pass prenosne funkcije sa realnim koeficijentima.
Dokaz: Pošto su A1(s) i A2(s) all-pass filtri, tada je A1(s)A1(−s)|s= jω = 1 i




jer je filtarski par[H0(s),H1(s)] komplementaran po snazi. Neka je red filtaraN neparan. Na
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osnovu Leme 3.3, prenosne funkcijeH0(s) i H1(s) imaju isti reciprǒcni polinom u imenitelju i



















(s+1)(sN−1+α1sN−2+α2sN−3 · · ·+α2s2+α1s+1)
(3.16)
gde jeν = ∑Mm=1 lm. Proizvodi prenosnih funkcijaH0(s)H1(−s) i H0(−s)H1(s) imaju isti parni
polinom u imeniteljuD(s)D(−s). Medjutim,N0(s) je parni polinom, aN1(s) je neparni poli-
nom. Zamenom (3.16) u (3.15), konačno se dobija da jeH0(s)H1(s)+H0(−s)H1(s)= 0. Prema
tomeG(s) = 1, pa jeH0(s)+H1(s) all-pass funkcija.
Na isti nǎcin se može dokazati da jeH0(s)−H1(s) takod-e all-pass funkcija. Time je lema
dokazana.
Med-utim, u slǔcaju parnih prenosnih funkcijaH0(s) i H1(s) kao rezultat se dobijaju all-pass
funkcije sa kompleksnim koeficijentima. U daljem tekstuće biti razmatrane samo dvostruko
komplementarne funkcije neparnog reda, jer se one mogu realizov ti all-pass filtrima sa realnim











Projektovanje filtara zasnovano na ovoj klasi prenosnih funkcija, nema za cilj da postigne
idealne karakteristike hibridne banke filtara, već da ih u izvesnoj meri aproksimira. Speci-
fikacije filtara uzimaju u obzir odstupanja od idealnih karakteristika, te se u njima navode
granǐcne frekvencije propusnog i nepropusnog opsega, maksimalno dozvoljeno slabljenje u
propusnom, minimalno potrebno slabljenje u nepropusnom opsegu, kao i odstupanja grupnog
kašnjenja u propusnom opsegu od konstantne vrednosti. Prilikom projektovanja, najpre se
aproksimacionim metodima postiže željena amplitudska karkte istika normalizovanog pro-
totipskog niskofrekvencijskog filtra, a zatim se, ukoliko je potrebno, fazna karakteristika, ili
karakteristika grupnog kašnjenja, koriguje faznim korektorima ili korektorima grupnog kašnje-
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nja. Treba napomenuti da filtri sa minimalnim faznim pomerajm ne mogu istovremeno da
zadovolje uslove u pogledu amplitudske i fazne karakteristike.
3.2.1 Filtarske funkcije sa višestrukom nulom na realnim frekvencijama
Nova klasa filtarskih funkcija sa višestrukom nulom na realnim frekvencijama± jω0 dobija se
na osnovu Leme 3.2, jednačina (3.8), zal1 = l2 = · · · = lM = 1 i ω1 = ω2 = · · · = ωM = ω0.















Na Slici 3.1 prikazana je karakteristična funkcija nove klase filtara sedmog reda sa dvo-











































Karakteristicna funkcija, N=7, K=3, M=2
Sl. 3.1: Karakteristična funkcija dvostruko komplementarne banke filtara sa prostom ili višestrukom
nulom na realnim frekvencijama. Minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu iznosi 35 dB.
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vrednost karakteristične funkcije u nepropusnom opsegu na frekvencijiωm ima specificiranu
vrednostKmin, ili da maksimalna vrednost karakteristične funkcije u propusnom opsegu na
frekvenciji 1/ωm iznosi 1/Kmin.
Ukoliko je poznato specificirano minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu filtra propus-
nika niskih frekvencijaamin u dB, tada minimalna vrednost karakteristične funkcije u nepro-














f2(ω0,ωm) = K(ωm,ω0)−Kmin= 0.
(3.21)
Newton-Kantorovichev metod [29, 92] se može primeniti za rešavanje sistema nelinearnih
jednǎcina (3.21), koji se može predstaviti u vektorskom oblikuf(x) = [ f1, f2]T = 0, gde[·]T
oznǎcava operaciju transponovanja vektora. Potrebne su dve poč tne vrednosti za nepoznati
vektor x(0) = [ω(0)0 ,ω
(0)
m ]
T . Prva je višestruka nula, a druga je kružna frekvencija na kojoj
karakteristǐcna funkcija u nepropusnom opsegu ima propisanu minimalnu vrednost. Nova vred-
nost nepoznatog vektorax izračunava se na sledeći nǎcin
























Jacobijeva matrica. Rešenje sistema nelinearnih jednačina se dobija nakon odred- nog broja
iteracija, odnosno kada je|f|=
√
f 21 + f
2
2 < ε, gde jeε proizvoljno mali broj.
Nakon analitǐckog produženja kvadrata modula prenosne funkcije (3.19) na celu komplek-








Polovi prenosne funkcijeH0(s) su nule imenitelja racionalne funkcije (3.24) koji se nalaze u
levoj poluravni kompleksne promenljives, odnosno, polinom u imenitelju prenosne finkcije
H(s) je Hurwitzov polinom. Dakle
(ω20s
2+1)2M +(−1)ks2k(s2+ω20)2M = 0. (3.25)
Simbolǐcka matematika (MATLAB R© ili Mathematica) mogu se iskoristiti za izračunavanje nula
polinoma 2k+ 4M-tog reda. Med-utim, ako se ima u vidu da je polinom (3.25) recipročan,
njegovi koeficijenti se mogu izvesti u zatvorenom obliku,
d0s
2k+4M +d2s






























ω4M+2k−2i0 , i = 2M+1,2M+2, . . . ,2M+k.
(3.27)




sn+α2sN−1+α3sN−2+ · · ·+α3s2+α2s+1
. (3.28)
Na Slici 3.2 prikazane su frekvencijske karakteristike filtarskog para zaN = 7, k = 3 i
dvostrukom nulom prenosaM = 2. Minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu jeamin = 40
dB. Može se uǒciti da na frekvenciji maksimalnog slabljenja u propusnom opseguamax filtra
propusnika niskih frekvencija nastupa minimalno slabljenje u nepropusnom opseguamin filtra
propusnika visokih frekvencija.
Imajući u vidu da je filtarski par[H0(s),H1(s)] komplementaran po snazi, to se može jed-
nostavno izvesti sledeća relacija
amax= 10log10(1−10−amin/10) (3.29)
gde su slabljenjamin i amax data u dB. Neka jeamin= 40 dB, kao što je prikazano na Slici 3.2,


































































N=7, K=3 i M=2
Sl. 3.2: Frekvencijske karakteristike dvostruko komplementarnogfiltarskog para[H0(s),H1(s)].
Poznato je da nule na imaginarnoj osi nemaju uticaj na karakte istiku grupnog kašnjenja, to
oba filtra u filtarskom paru imaju istu karakteristiku grupnog kašnjenja. U daljem tekstúcemo
razmatrati samo filtar propusnik niskih frekvencija.
Primenom opisanog postupka, izračunate su prenosne funkcije sedmog reda za tri moguće
vrednosti zaravnjenja u koordinatnom početku,k = 1,2 i 3, dok minimalno slabljenje u pro-
pusnom opsegu iznosiamin = 40 dB. Granǐcna frekvencija filtra je normalizovana tako da je
ω3dB = 1. Drugim rěcima, to su prototipske funkcije. Izborom reda višestrukosti može se
podešavati slabljenje u nepropusnom opsegu. Na Slici 3.3 prikazane su frekvencijske karak-
teristike filtara sedmog reda koje su dobijene pomenutim izborom parametarak i M. Karak-
teristika grupnog kašnjenja i širina prelazne zone filtara (k = 3; M = 2) i (k = 1; M = 3) su
približno iste, te u ovom slǔcaju treba izabrati rešenje 3 (k = 3; M = 2) jer taj filtar ima jednu
nulu manje, prostiji je.
Tabela 3.1 sadrži prenosne funkcije sedmog stepenačije su frekvencijske karakteristike
prikazane na Slici 3.3. Radi pored- nja, u Tabeli 3.1 je data i prenosna funkcija Butterworthovog
filtra sedmog stepena kao specijalan slučaj ove klase filtara. Prenosne funkcije su u Tabeli 3.1
prikazane u faktorizovanom obliku kao sekcije drugog stepena. Ovaj prikaz prenosnih funkcija


































































N=7, K=1 i M=3
N=7, K=3 i M=2
N=7, K=5 i M=1
Sl. 3.3: Frekvencijske karakteristike dvostruko komplemantarne banke filtara sedmog reda.
jedinici, polovi leže na jediničnom krugu, a koeficijent uz linearančlan u sekciji drugog stepena
je reciprǒcna vrednostQ-faktora pola te sekcije. Par polova sa najvećim Q-faktorom je poznat
kao kritični par polova. Prenosne funkcije sa višestrukim parom nuladrugog i tréceg stepena
imaju približno istu vrednost kritičnogQ-faktora, što znǎci da imaju približno istu osetljivost
na tolerancije elemenata filtra.
Tab. 3.1: Prenosne funkcije H0(s) dvostruko komplementarnog filtarskog para sedmog stepena sa prostom i
višestrukom nulom na realnim frekvencijama za amin = 40dB.





Može se uǒciti da Q-faktor pola opada kada višestrukost nule prenosne funkcije M opada.
Isti zaključak se može izvesti i na osnovu Tabele 3.2 koja sadrži prenosnfunkcije sedmog
stepena sa minimalnim slabljenjem u nepropusnom opsegu od 50 dB.
Prenosne funkcije filtra propusnika niskih frekvencija dvostruko komplementarnog fil-
tarskog para devetog stepena sa 40 dB minimalne vrednosti slabljenja u nepropusnom opsegu




Tab. 3.2: Prenosne funkcije H0(s) dvostruko komplementarnog filtarskog para sedmog stepena sa prostom i
višestrukom nulom na realnim frekvencijama za amin = 50dB.




Može se zakljǔciti da sa opadanjem višestrukosti nule, raste zaravnjenjeu koordinatnom
početku (rastek) dok vrednost kritǐcnog para polova opada, a time opada i osetljivost prenosne
funkcije na promene parametara. Kao što se i moglo očekivati, Butterworthov filtar je najmanje
osetljiv na promene parametara jer njegov kritični par polova ima najmanju vrednost.
3.2.2 Filtarske funkcije sa prostim nulama na realnim frekvencijama
U ovoj glavi će biti najpre opisana aproksimacija filtarske funkcije sa dve proste nule, a zatim
aproksimacija sa tri proste nule na realnim frekvencijama.Viši stepeni prenosnih funkcija se
dobijaju povécanjem stepena zaravnjenja amplitudske karakteristike u koordinatnom pǒcetku.
Karakteristi čna funkcija sa dve proste nule
Karakteristǐcna funkcija (3.8) sa dve proste nule na realnim frekvencijama, koje se dobijaju za







gde jeω01< 1 i ω02< 1, ak odred-uje stepen zaravnjenja u koordinatom početku1. Na Slici 3.4
prikazana je karakteristična funkcija dvostruko komplementarne banke filtara sa dve proste nule
na realnim frekvencijama. Minimalno slabljenje filtra u nepro usnom opsegu iznosiamin =
40 dB.
Nepoznate su dva pola karakteristične funkcije na realnim frekvencijama u nepropusnom
opsegu 1/ω01 i 1/ω02 (ili dve nuleω01 i ω02 u propusnom opsegu) i dve frekvencije na kojima
nastupa minimalno slabljenjeKmin u nepropusnom opseguωm1 i ωm2 (ili dve frekvencije na
kojima nastupa maksimalno slabljenje 1/Kmin u propusnom opsegu 1/ωm1 i 1/ωm2). Može se
izabrati aproksimacija bilo u propusnom bilo u nepropusnomopsegu. Potrebno je rešiti sledeći





Tab. 3.3: Prenosne funkcije H0(s) dvostruko komplementarnog filtarskog para devetog stepenasa prostom i višestrukom nulom na realnim frekvencijama za amin = 40dB.














































Sl. 3.4: Karakteristična funkcija dvostruko komplementarne banke filtara sa dve proste nule na realnim
frekvencijama.









f3,4(ωmi,Ω) = K(Ω,ωmi)−Kmin= 0, za i = 1,2.
(3.31)
Rešavanje sistema nelinearnih jednači 3.31 pǒcinje sa nalaženjem početnih rešenja za dve
konǎcne nule karakteristične funkcijeΩ(0) = [ω(0)01 ,ω
(0)
02 ]. Ovim je karakteristǐcna funkcija
(3.30), za bilo koju vrednost parametrak, potpuno definisana; ima dve ekstremalne vrednosti
ωm2 i ωm2 u nepropusnom opsegu koje nisu jednake. U toku iterativnog pr cesa ekstremalne
vrednosti traba ǔciniti jednakim.
Jacobijeva eliptǐcka sinusna (sine) funkcije sn(u,κ) od u sa eliptǐckim modulom (modulu-









gde jen stepen filtra, zan = 5 je i = 1,2, κ = 1/ωs < 1 eliptički modulo, a kružna frekven-
cija ωs, na kojoj karakteristǐcna funkcija prvi put dostiže minimalnu vrednost u nepropusnom
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opsegu, zadaje se proizvoljno. Funkcijau se odred-uje direktno izrǎcunavanjem nepotpunog
eliptičkog integrala prve vrste [1, pp. 569]


















Zamenom (3.34) u (3.32), zan = 5, i i = 1,2 dobijaju se dve vrednosti početnih rešenja za
aproksimaciju dvostruko komplementarnih filtra sa dve konačne nule na realnim frekvencijama.
1. Za odred-ivanje pǒcetnih rešenja, u prvom koraku aproksimacije, koristi se programski
paket MATLAB R© . Funkcijaellipke koristi se za izrǎcunavanje potpunog eliptičkog
integrala prve vrsteK(κ), a funkcijaellipj za izrǎcunavanje eliptǐcke sinusne finkcije,
odnosno pǒcetnih rešenjaω0i .
2. Drugi korak se sastoji u nalaženju rešenja za ekstremalnefrekvencije karakteristične
funkcije ω(0)m1 i ω
(0)
m2 na kojima nastupa minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu,
kao i vrednost karakteristične funkcije na tim frekvencijama.
3. Sledéci korak je izrǎcunavanje novih vrednosti za nule karakteristične funkcijeΩ pri-




















































4. Rešenje se dobija kada je ispunjen uslov
√
f 23 + f
2
4 < ε gde jeε proizvoljno mali broj,
na primerε = 0.000001. Ukoliko uslov nije ispunjen sledi drugi korak, nalaženje novih
vrednosti za ekstremalne frekvencije[ωm1,ωm2].
Eliptički filtar petog stepena (k = 1) je specijalan slǔcaj ove klase filtara. Na Slici 3.5
prikazane su karakteristike u ustaljenom stanju nove klasefiltara za razlǐcite vrednosti parame-
tra k, odnosno sa različ tim stepenom zaravnjenja (2k− 1) u koordinatnom pǒcetku. Mini-
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malno slabljenje u nepropusnom opsegu iznosi 40 dB. Slabljenje u propusnom opsegu je
prikazano u uvécanoj razmeri jer kod ove klase filtara maksimalno slabljenje u propusnom





































































Sl. 3.5: Frekvencijske karakteristike nove klase filtara sa dve proste nule na realnim frekvencijama,
minimalnim slabljenjem u propusnom opsegu od 40 dB i k= 2,3 i 4.
Kao što je véc napomenuto, samo dvostruko komplementarne prenosne funkcije eparnog
stepena mogu se realizovati all-pass sekcijama sa realnim koeficijentima. Zak = 1 dobija se
eliptička prenosna funkcija petog stepena.



















Sve prenosne funkcije imaju minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu od 40 dB, i
prikazane su na Slici 3.5.
Karakteristi čna funkcija sa tri proste nule
Karakteristǐcna funkcija (3.8) sa tri proste nule na realnim frekvencijama u nepropusnom









gde 1/ω01 > 1, 1/ω02 > 1 i 1/ω03 > 1 su nule prenosne funkcije filtra koje leže u nepropus-
nom opsegu filtra. Na Slici 3.6 prikazana je karakteristična funkcija dvostruko komplementarne
banke filtara sa tri proste nule na realnim frekvencijama. Minimalno slabljenje filtra u nepro-
pusnom opsegu iznosiamin= 40 dB.
Nepoznate su tri pola karakteristične funkcije na realnim frekvencijama u nepropusnom
opsegu 1/ω01, 1/ω02 i 1/ω03, i tri frekvencije na kojima nastupa minimalno slabljenjeKmin
u nepropusnom opseguωm1, ωm2 i ωm3. Potrebno je rešiti sledeći sistem od šest nelinearnih









f4,5,6(ωmi,Ω) = K(Ω,ωmi)−Kmin= 0, za i = 1,2,3.
(3.39)
1. U prvom koraku pǒcetna rešenja se mogu odrediti primenom Jacobijeve eliptičke sinusne
funkcije zan = 5 i i = 1,2 i 3, na isti nǎcin kao što je to urad-eno za aproksimaciju
karakteristǐcne funkcije sa dve proste nule, videti poglavlje 3.2.2 na str ni 48.
2. Drugi korak se sastoji u nalaženju rešenja za ekstremalnefrekvencije karakteristične










































Sl. 3.6: Karakteristična funkcija dvostruko komplementarne banke filtara sa tri proste nule na realnim
frekvencijama.
opsegu, kao i vrednost karakteristične funkcije na tim frekvencijama. Superskript(0)
oznǎcava da su to pǒcetna rešenja. U ovom koraku se odred-uju nule prvog izvoda karak-
teristǐcne funkcije. Sve nule moraju biti realne, a koriste se samo one koje se nalaze u
nepropusnom opsegu filtra. Time je broj nelinearnih jednačina prepolovljen.





03 ] primenom véc ranije pomenute Newton-Kantorovichev iterativni
metod, da bi se izjednačile vrednosti karakteristične funkcije na fekvencijamaω(i)m1, ω
(i)
m2




































































































4. Rešenje se dobija kada je ispunjen uslov
√




6 < ε gde jeε proizvoljno mali
broj, na primerε = 0.000001. Ukoliko uslov nije ispunjen sledi drugi korak, nalaženje







Najniži stepen filtra koji sadrži tri proste nule na realnim frekvencijama je sedmi stepen
koji se dobija zak= 1, a to je eliptǐcki filtar koji je specijalan slǔcaj ove aproksimacije. Pošto
parni stepeni nisu od interesa, sledeći neparni stepen je deveti stepen,čije su karakteristike u


































































Sl. 3.7: Frekvencijske karakteristike nove klase filtara sa tri proste nule na realnim frekvencijama, mini-
malnim slabljenjem u nepropusnom opsegu od 40 dB i sa k= 3.






Navedenim postupkom aproksimacije mogu se aproksimirati penosne funkcije i sa većim
brojem prostih nula na realnim frekvencijama. Opisani postupak za izrǎcunavanje pǒcetih
rešenja, daje pǒcetna rešenja koja su bliska konač om rešenju i brzo konvergiraju ka konač-
nom rešenju, može se primeniti za aproksimaciju proizvoljnog stepena polinom u brojitelju
prenosne funkcije filtra.
Na Slici 3.8 prikazano je pored- nje frekvencijskih karakteristika nove klase filtara deve-
tog stepena sa minimalnim slabljenjem u nepropusnom opseguod amin = 40 dB. Za svaku
karakteristiku slabljenja izrǎcunata je granična frekvencija nepropusnog opsegaωs. Pošto je
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normalizovana granična fekvencija propusnog opsega jednala jediniciωg = 1, to se na osnovu
ove granǐcne frekvencije može lako izračunati širina prelazne zone.
Normalizovana frekvencija, ω














































































Sl. 3.8: Pored-enje prenosnih funkcija devetog stepena.
Upored-ene su sledéce prenosne funkcije:
1. Prenosna funkcija sa dvostrukom nulom na realim frekvencijama M = 1, l1 = 2 i
stepenom zaravnjenja u koordinatnom početku 2k− 1 = 9. Normalizovana granična
frekvencija nepropusnog opsega jeωs = 1.181071153810442.
2. Prenosna funkcija sa dve proste nule na realnim frekvencijama M = 2, l1 = l2 = 1 i
stepenom zaravnjenja u koordinatnom početku 2k− 1 = 9. Normalizovana granična
frekvencija nepropusnog opsega jeωs = 1.142040382747394.
3. Prenosna funkcija da tri proste nule na realnim frekvencijamaM = 3, l1 = l2 = l3 = 1
i stepenom zaravnjenja u koordinatnom početku 2k− 1 = 5. Normalizovana granična
frekvencija nepropusnog opsega jeωs = 1.083608126453369.
3.3 Zaključak
Klasa analognih dvostruko komplementarnih prenosnih funkcija pogodnih za sintezu hibridne
banke filtara, opisana je u ovom poglavlju. Postupak aproksimac je se zasniva na aproksimaciji
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već poznatih dvostruko komplementarnih digitalnih IIR filtara. Mada je mogúce preslikavanje
iz digitalnog u analogni domen, aproksimacija je realizovana direkno u analognom domenu.
Najpre su izvedeni uslovi koje treba da zadovolji karakteristična funkcija da niskofrekven-
cijski/visokofrekvencijski filtarski par bude komplementaran po snazi. Pokazano je da je karak-
teristǐcna funcija racionalna funkcija i da su Butterworthov i Eliptički filtar granǐcni slǔcajevi.
Konǎcne nule prenosa na realnim frekvencijama, koje mogu biti proste ili višestruke,
mogu se koristiti kao stepen slobode za podešavanje frekvencijskih karakteristika filtarskog
para. Položaj polova u ravni kompleksne frekvencije za oba filtr u filtarskom paru je isti, što




PROJEKTOVANJE klasǐcnih analogih filtara zasniva se na aproksimaciji amplitudske ilifazne karakteristike u frekvencijskom domenu polinomskimili racionalnim funkcijama.
Med-utim, u slǔcaju filtara sa minimalnom faznom karakteristikom selektivna amplitudska
karakteristika i konstantno grupno kašnjenje ne može se realizov ti simultano [11]. Postupak
projektovanja analognih filtara prema specifikacijama za amplitudsku karakteristiku i karak-
teristiku grupnog kašnjenja može se podelita na dva dela. Prvi deo se odnosi na standardne
metode kojima se projektuju selektivni filtri, dok drugi deoobuhvata projektovanje analognih
faznih korektorǎcija fazna karakteristika nije minimalna.
Projektovanje analognih filtara detaljno je opisano u knjigama [12,19,63,69,70]. Aproksi-
macija amplitudske karakteristike je najčeš́ce zasnovana na klasičnim ortogonalnim poli-
nomima [21] kao što su: dobro poznati Chebyshevljevi polinomi [90], Legendreovi polinomi
[7, 15, 34, 42, 55] koje karakteriše talasavost amplitudskekarakteristike u propusnom opsegu, i
sa monotonom karakteristikom slabljenja u nepropusnom opsegu,čije je projektovanje takod-e
zasnovano na ortogonalnim polinomima, opisane su u radovima [6,10,25,27,49,50]. Papoulis-
Legendreovi filtri [27, 49, 50] poznati su i kao optimalni filtri sa monotonom amplitudskom
karakteristikom u propusnom opsegu.
Posebnu klasǔcine prelazni filtri, a najpoznatiju su prelazni Butterworth-Chebyshevljevi
(TBC) filtri [9,65] i prelazni Butterworth-Legendre filtri [56].
Projektovanje faznih korektora, kako analognih tako i digitalnih sa beskonǎcnim impul-
snim odzivom, je privuklo veliku pažnju istraživač . Korektori grupnog kašnjenja, projekto-
vani u analognom domenu, ne mogu se bilinearnom transformacijom transformisati u digi-
talni domen, kao što se to može učiniti sa amplitudskom karakteristikom, mada postoji velika
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sličnost izmed-u primenjenih algoritama. Za projektovanje faznih korektora može se koristiti
genetski algoritam [93], adaptivno filtriranje [23] kao i all-pass tehnika projektovanja faznih
korektora [54, 88]. Korektori grupnog kašnjenja obično imaju vécu složenost nego sam filtar
narǒcito kada je potrebno da se korekcija grupnog kašnjenja izvrši u celom propusnom opsegu
filtra velike selektivnosti.
4.1 Korektor grupnog kašnjenja
Korekcija grupnog kašnjenja se realizuje kaskadnom vezom filtra sa specificiranom ampli-
tudskom karakteristikom|Gn( jω| n-tog stepena, u daljem tekstu originalnog filtra, i korektora
grupnog kašnjenjaAm(s), m-tog stepena, sa frekvencijskim odzivom amplitudske karakteris-
tike koji je jednak jedinici,|Am( jω)| = 1, čija se karakteristika grupnog kašnjenja menja sa
frekvencijom. Dakle, prenosna funkcija kaskadne sprege originalnog filtraGn(s) i korektora
grupnog kašnjenjaAm(s) je
H(s) = Gn(s) Am(s) (4.1)
ili na realnim frekvencijamas= jω je
H( jω) =|Gn( jω)||Am( jω)|ejϕG(ω)ejϕA(ω)
=|Gn( jω)|ej [ϕG(ω)+ϕA(ω)].
(4.2)
Korektor grupnog kašnjenja ne utiče na amplitudsku karakteristiku celog sistema jer je
Am( jω) ≡ 1, véc samo na faznu karakteristiku, odnosno na karakteristiku grupnog kašnje-
nja. Grupno kašnjenje se izračunava kao negativni izvod faze u odnosu na kružnu frekvenciju.
Grupno kašnjenje celokupnog sistema je zbir grupnog kašnjenja originalnog filtra i grupnog












Grupno kašnjenje originalnog filtraGn(s) je parna racionalna funkcija kružne frekvencije i
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Red polinoma u imenitelju parne racionalne funkcije grupnog kašnjenja (4.5) je 2n dok je ste-











2 −2d1d3)ω6+(d23 +2d1d5−2d2d4)ω4+(d24 −2d3d5)ω2+d25
.
Grupno kašnjenje u koordinatnom početku je odnos koeficijenta linearnog monoma i konstante
u prenosnoj funkciji originalnog filtraτG(0) = d4/d5.
Za korekciju grupnog kašnjenja koriste se all-pass filtri. All-pass filtri se sastoje od sekcija
drugog stepena i jedne sekcije prvog stepena. Generalni oblik prenosne funkcije korektora
















Linearni član predstavlja all-pass mrežu prvog stepena. Prenosna funkcija korektora grupnog
















σ2i +ω2i moduo polapi = σi + jωi , dok jeQi = 0.5ωpi/σi faktor dobrote pola
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ili Q-faktor pola. Korektor grupnog kašnjenja parnog stepena jekaskadna sprega korektora
grupnog kašnjenja drugog stepena. U daljem tekstućemo smatrati da su koeficijenti korektora
grupnog kašnjenja konstantni, ili drugim rečima, vremenski invarijantni.
Grupno kašnjenje korektora grupnog kašnjenja neparnog stepena, jednǎcina (4.6), može se









Q2i ω4+(1−2Q2i )ω2piω2+Q2i ω4pi
, (4.8)






Q2i ω4+(1−2Q2i )ω2piω2+Q2i ω4pi
. (4.9)
Korektor grupnog kašnjena parnog stepena se realizuje kaskadnom spregom samo sekcija dru-
gog stepena, te ona predstavlja osnovni gradivni blok. Na slici 4.1 prikazane su frekvencijske
karakteristike all-pass sekcije drugog stepena. Kružne frekvencije na kojima nastupaju ek-
stremalne vrednosti grupnog kašnjenja sekcije drugog stepenaω(ext)i su koreni prvog izvoda























ZaQ1 = 0.5, što je u isto vreme i najmanja vrednostQ-faktora pola koji se nalazi na realnoj osi
u ravni kompleksne frekvencije, postoji samo jedno realno rešenje, koje nastupa zaω(ext)1 = 0.
KadaQ-faktor pola raste dobijaju se još dva realna rešenjaω(ext)2,3 , jedno na pozitivnim frekven-
cijama, a drugo na negativnim frekvencijama koje su približno jednake frekvenciji modula pola
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Normalizovna kruzna frekvencija, rad/s
























Sl. 4.1: Frekvencijske karakteristike grupnog kašnjenja sekcije drugog stepena korektora grupnog kaš-
njenja zaωp1 = 0.5 i tri različite vrednosti Q-faktora pola: 0.5, 1 i 1.5.
Zamenom izraza za grupno kašnjenje originalnog filtra premaizrazu (4.5) i izraza za grupno
kašnjenje korektora grupnog kašnjenja neparnog (4.8) ili parnog (4.9) stepena u jednačinu (4.3),
dobija se sledéci izraz za grupno kašnjenje celokupnog filtra
τ(ω) =
b0+b1ω2+ · · ·+bn+m−1ω2(n+m−1)
a0+a1ω2+ · · ·+an+m−1ω2(n+m−1)+an+mω2(n+m)
. (4.11)
U radu [88] opisan je prorǎcun za elemente korektora grupnog kašnjenjaQi i ωpi, i =
1,2, . . . ,k tako da karakteristika grupnog kašnjenja (4.11) aproksimira konstantno grupno kaš-
njenje u minimax smislu u zadatom frekvencijskom opsegu. Potrebno je najpre odreditim
početnih rešenja za korektor grupnog kašnjenja, a zatim odrediti položaj lokalnih minimuma i
maksimuma karakteristike grupnog kašnjenja na frekvencijskoj osi na osnovu jednačine
d
dω
τ(ω,c) = 0 (4.12)
gde jec = [σp,ωp1,Q1,ωp2,Q2, . . . ,ωpm,Qm] vektor kogačine nepoznati elementi korektora
grupnog kašnjenja. Nove vrednosti elemenata korektora grupnog kašnjenja odredjuju se reša-
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vanjem sledéceg sistema nelinearnih simultanih jednačina
τ(0,c) =τ0± εmax
τ(ω(min)2 ,c) =τ0∓ εmax
τ(ω(max)3 ,c) =τ0± εmax
...
τ(ω(max)m ,c) =τ0± εmax
(4.13)
gde jeεmax maksimalno odstupanje karakteristike grupnog kašnjenja od konstantne vrednosti
τ0. Kada je stepen korektora grupnog kašnjenja neparan, karakteristika grupnog kašnjenja ima
lokalni maksimum u koordinatnom početku, odnosno lokalni minimum kada je karakteristika
korektora grupnog kašnjenja parnog stepena. Superscript uz ω oznǎcava da je na toj frekven-
ciji lokalni maksimum ili lokalni minimum. Za rešavanje sistema jednǎcina (4.13) koristi se
numerǐcka metoda, na primer Newton-Raphsonova metoda. Sa novim vrednostima vectorac
odred-uju se nove vrednosti ekstremalnih tačaka. Iterativni postupak se nastavlja sve dok se
odstupanje karakteristike grupnog kašnjenja od konstantne vrednosti ne izjednači sa unapred
zadatom tǎcnoš́cu.
U nastavkuće biti prikazan novi postupak projektovanja korektora grupnog kašnjenja
koji aproksimira karakteristiku grupnog kašnjenja u ravnom (ili zaravnjenom) smislu. Za
odred-ivanje elemenata korektora grupnog kašnjenja potrebno je rešiti samo jedan sistem ne-
linearnih jednǎcina i to samo jednom.
4.2 Novi koncept korekcije grupnog kašnjenja
Potrebno je da grupno kašnjenje celokupnog filtra bude konstantno u ravnom smislu (in flat
sense).1 Grupno kašnjenje (4.11) biće konstantno u maksimalno ravnom smislu, tj. frekvenci-
jski odziv grupnog kašnjenja (4.11) ima 2n+2m−1 izvoda u odnosu na kružnu frekvencijuω







= · · ·= bn+2k−1
an+2k−1
(4.14)
1Samo aproksimacija konstantog grupnog kašnjenja Besselovog filtra je u maksimalno ravnom smislu. Broj




gde jeb0/a0 > 1 grupno kašnjenje celokupnog sistema u koordinatnom početku. Poznato je
da samo Besselovi filtri, poznati i kao Bessel-Thomsonovi filtr , [82] imaju konstantno grupno
kašnjenje u maksimalno ravnom smislu. Za proračun all-pass korektora imamom nelinearnih


















Prema tome samo prvih 2m+1 izvoda u odnosu naω celokupnog filtra su jednaki nuli. Ostali
stepeni slobode su iskorišćeni za optimizaciju slabljenja u nepropusnom opsegu. Programski
paket za simbolǐcku analizu može se iskoristiti za rešavanje sistema simultanih jednǎcina (4.13)
za proizvoljni stepen filtra i proizvoljni stepen korektoragrupnog kašnjenja. U primerima koji
slede bíce koriš́ceno simbolǐcko rešavanje sistema nelinearnih jednači koje je sadržano u
MATLAB R© softverskom paketu.
4.3 Primeri
U sledécim primerima bíce detaljno opisan postupak korekcije karakteristike grupnog kašnje-
nja u ravnom smislu. Originalni filtar je Butterworthov filtar. Butterworthov filtar je najjed-
nostavniji i spada u najčeš́ce koriš́cene filtre. Karakteristika slabljenja Butterworthovog filtra
je maksimalno ravna u koordinatnom početku. Pored mnogobrojnih primena, on se može isko-
ristiti za sintezu dvostruko komplementarne dvokanalne hibridne banke filtara.
4.3.1 Korektor Butterworthovog filtra tre ćeg stepena
Kao prvi primer bíce razmatrana korekcija grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra tréceg
stepena (n= 3) korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena (m= 2) čija je prenosna funkcija
data jednǎcinom (4.7) zak= 1. Karakteristika grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra tréceg
stepena, jednačina (4.5), sa graničnom frekvencijom propusnog opsega normalizovana naωg =
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Zbir karakteristika grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra (4.16 i karakteristike korektora












































gde suQ1 i ωp1 nepoznati parametri koje treba odrediti tako da grupno kašnjenje celokupnog
filtra bude realizovano u ravnom smislu. U tu svrhu je potrebno rešiti dve nelinearne jednačine






















Sva realna rešenja sistema nelinearnih jednačina (4.19) dobijena promenom MATLAB R© sim-
boličkog paketa dati su u Tabeli 4.1 Rešenje koje omogućava stabilnost filtra i praktičnu real-
izaciju je rešenje broj 4, jer to rešenje daje pozitivne vrednosti za oba parametra filtra, dok za
prvo, drugo i tréce rešenje to nije slǔcaj.
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Karakteristike grupnog kašnjenja originalnog filtra, korektora grupnog kašnjenja i
celokupnog filtra prikazane su na slici 4.2. Pet izvoda karakteristike grupnog kašnjenja u
odnosu na kružnu frekvenciju celokupnog filtra je jednako nuli u koordinatnom pǒcetku. Ko-



























Sl. 4.2: Karakteristike grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra tećeg stepena, korektora grupnog
kašnjenja drugog stepena i kaskadne sprege filtra sa korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena.
Odzivi originalnog filtra i celokupnog filtra na jediničnu odskǒcnu (Hevisajdovu) funkciju
i impulsnu (Dirakovu) funkciju prikazani su na slikama 4.3 i4.4, respektivno. Može se uočiti
da se na pǒcetku oba odziva celokupnog filtra javlja podbačaj koga nije bilo u odzivima orig-
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inalnog filtra. Medjutim, premašenje u odzivu na Hevisajdovu funkciju i oscilacije na kraju
odziva na impulsnu funkciju su manje nego što je to kod odgovarajućih odziva originalnog
filtra. Kašnjenje signala koje unosi korektor grupnog kašnjenja nije od znǎcaja u mnogim pri-
menama. S druge strane, podbačaj u odzivima na pǒcetku i na kraju odziva, poznato kao vreme
smirivanja (settling time), u mnogim primenama je nepoželjan.
Normalizovno vreme, s
























Sl. 4.3: Odziv filtra na jediničnu odskočnu funkciju Butterworthovog filtra trećeg stepena i kaskadne
sprege filtra sa korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena.
4.3.2 Korektor Butterworthovog filtra četvrtog stepena
Prenosna funkcija Butterwothovog filtrǎcetvrtog stepena u simboličkom obliku može se

















































Sl. 4.4: Odzivi na impulsnu funkciju Butterworthovog filtra trećegstepena i kaskadne sprege filtra sa
korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena.
Korektor grupnog kašnjenja može biti drugog ili trećeg stepena. Ukoliko je treć g stepena
nepoznati parametriσp, Q1 i ωp1 se izrǎcunavaju rešavanjem sledećeg sistema od tri nelinearne
simultane jednǎcine






































2 konstanta. Rešenje sistema nelinearnih jednačina (4.23) ko-







Na slici 4.5 prikazana je karakteristika grupnog kašnjenjaButterworthovog filtračetvr-
tog stepena sa korektorom grupnog kašnjenja trećeg stepena. Radi pored- nja, na istoj
slici je prikazana i karakteristika grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra sa korektorom
grupnog kašnjenja drugog stepena. Sa povećanjem stepena filtra povećava se grupno kašnjenje
celokupnog filtra, ali se smanjuje izobličenje grupnog kašnjenja.



























Sl. 4.5: Karakteristike grupnog kašnjenja Butterworthovog filtra ˇcetvrtog stepena, kaskadne sprege But-
terworthovog filtra sa korektorom grupnog kašnjenja drugogstepena i kaskadne sprege Butterworthovog
filtra sa korektorom grupnog kašnjenja trećeg stepena.
Karakteristike u vremenskom domenu, odzivi na odskočnu funkciju i impulsnu funkciju,
kaskadne sprege filtra i korektora grupnog kašnjenja trećeg stepena prikazani su na slikama 4.6
i 4.7. Treba napomenuti da su korektori grupnog kašnjenja sistemi neminimalne (maksimalne)
faze jer imaju sve nule u desnoj poluravnis-ravni. Takav sistem se prepoznaje po tome što
se u njegovom odskočnom odzivu uǒcava promena smera odziva (podbačaj) neposredno po
dovod-enju pobude.
Sledéci korak u projektovanju filtara je kompenzacija vremena smirivanja, kako na pǒcetku
odziva tako i na kraju odziva. Kompenzacija vremena smirivanja opisana je u radovima [39,
40, 53, 54]. U tim radovima je dokazano, da primena vremenskipromenljivih koeficijenta
kod Butterworthovog filtra, propusnika niskih ferkvencija, sa korektorom grupnog kašnjenja





























Sl. 4.6: Odziv na jediničnu odskočnu funkciju Butterworthovog filtra četvrtog stepena, kaskadne sprege
Butterworthovog filtra sa korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena i kaskadne sprege Butter-
worthovog filtra sa korektorom grupnog kašnjenja trećeg stepena.
Normalizovno vreme, s




























Sl. 4.7: Odziv na impulsnu funkciju Butterworthovog filtra četvrtog stepena, kaskadne sprege Butter-
worthovog filtra sa korektorom grupnog kašnjenja drugog stepena i kaskadne sprege Butterworthovog
filtra sa korektorom grupnog kašnjenja trećeg stepena.
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Radi pored-enja, na slikama su prikazane i karakteristike u frekvencijskom domenu i vre-
menskom domenu kaskadne sprege filtračetvrtog stepena i korektora grupnog kašnjenja drugog




Kao što se moglo ǒcekivati, korektor grupnog kašnjenja drugog stepena unosimanje kašnje-
nje signala u odnosu na korektor grupnog kašnjenja trećeg stepena. Pored toga, podbačaji u
odzivima na odskǒcnu i impulsnu funkciju koje unosi korektor treć g stepena, su veći nego što
je to slǔcaj kada se za korekciju grupnog kašnjenja koristi korektordrugog stepena. Konačno,
sa porastom stepena korektora grupno kašnjenje postaje ravnije.
4.3.3 Korektori grupnog kašnjenja Butterworthovih filtara
U tabeli 4.2 date su vrednosti zaQ-faktor pola i moduo pola korektora gupnog kašnjenja za
Butterworthove filtre oďcetvrtog do sedmog stepena. Za svaki Butterworthov filtar pro ǎcunati
su korektori od drugog stepena do stepena koji je za jedan manji od stepena Butterworthovog
filtra za koga se korektor proračunava. Tako na primer za sedmi stepen filtra proračun ti su
korektori drugog, tréceg,četvrtog, petog i šestog stepena.
Treba primetiti da jeQ-faktor pola svih korektora manji od jedinice, što znači da je nji-
hova karakteristika grupnog kašnjenja malo osetljiva na tolerancije elemenata koji se koriste za
njihovu realizaciju.
Konǎcne nule prenosa mogu da poboljšaju selektivnost Butterworthovog filtra. Nula
prenosa na imaginarnoj osi us-ravni može biti prosta ili višestruka, kao što je to opisanou
radovima [2, 66]. Chebyshevljevo slabljenje u nepropusnomopsegu se može dobiti sa prostim
nulama prenosa na imaginarnoj osi, a time i bolje performanse u nepropusnom opsegu.
Treba napomenuti da se ravna karakteristika grupnog kašnjenja u digitalnom domenu ne
može dobiti bilinearnom tansformacijom, već je potrebno projektovati korektor grupnog kaš-
njenja direktno u digitalnom domenu.
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Tab. 4.2: Korektori grupnog kašnjenja za Butterworthove filtre, n je st pen filtra, a m je stepen korektora.
n m ωpi/σp Qi









































4.4 Osetljivost grupnog kašnjenja
U ovoj sekciji će biti razmatrana promena grupnog kašnjenja all-pass filtara usled relativne
tolerancijeVgi = ∆gi/gi komponenatagi , gde su∆gi apsolutna odstupanja nazivnih vrednosti
elemenata od nominalnih vrednosti, koji su upotrebljeni zanjihovu realizaciju. Pretpostavimo
da su poznate promene parametara bikvadratne sekcijeQi i ωpi usled tolerancije pasivnih kom-
ponenataVg j , promena grupnog kašnjenja se može izračunati primenom formule predložene u
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SQig j Vg j (4.26)
gde suS
ωpi
g j i S
Qi
















su polurelativne (semirelative) osetljivosti grupnog kašnjenja u odnosu na moduo pola iQ-
faktor pola. Sak je oznǎcen broj elemenata kojim je realizovana bikvadratna sekcija. Jed-
nǎcina 4.26 se odnosi na jednu bikvadratnu sekciju. Kada se korekt r sastoji od kaskadne spege
N bikvadratnih sekcija, potrebno je izvršiti sabiranjeN tako dobijenih odstupanja grupnog
kašnjenja od nominalne vrednosti∆τ(ω) = ∑Ni=1∆τi(ω).
Za male relativne promene parametrax (Qi ili ωpi), ako su poznate polurelativne osetljivosti,
promena grupnog kašnjenja∆τi u sekundama je




Diferenciranjem jednǎcine 4.8, koja se odnosi na jednu bikvadratnu sekciju, u odnosu aQ-






−2Q2i ωpi ω6+(6Q2i ω3pi −2ω3pi (2Q2i −1))ω4
+(6Q2i ω5pi −2ω5pi (2Q2i −1))ω2−2Q2i ω7pi
(Q2i ω4+ω2pi (1−2Q2i )ω2+Q2i ω4pi)2
. (4.30)
Na Slici 4.8 prikazana je osetljivost grupnog kašnjenja bikvadratne sekcije naQ-faktor
pola u funkciji frekvencije. Nacrtane su karakteristike zatri različite vrednostiQ-faktora
pola. Moduo polaωp1 je jednak jedinici u sva tri slǔcaja. Frekvencijska karakteristika
ima maksimum na frekvancijiω = 1. Maksimum raste sa porastomQ-faktora, odnosno
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smo do zakljǔcka da je max{S τiQi(ω)} ≃ 4Q.
Normalizovana kruzna frekvencija, rad/s
















Sl. 4.8: Osetljivost karakteristike grupnog kašnjenja bikvadratne sekcije korektora grupnog kašnjenja
na Q-faktor pola u funkciji frekvencije;max{S τiQi (ω)} ≃ 4Q.
Diferenciranjem jednǎcine 4.8 u odnosu na moduo pola i množenjem izvoda sa modulom








+(−10Q3i ω4pi +2Qi ω4pi)ω2−2Q3i ω6pi
(Q2i ω4+ω2pi (1−2Q2i )ω2+Q2i ω4pi)2
(4.31)
Na Slici 4.9 prikazana je polurelativna osetljivost grupnog kašnjenja bikvadratne sekcije
na moduo pola u funkciji frekvencije. Nacrtane su karakteris ike za tri razlǐcite vrednosti
Q-faktora pola. Moduo polaωp1 je jednak jedinici u sva tri slǔcaja. Frekvencijska karakteris-
tika ima nulu na frekvencijiω = 1, i dve ekstremalne vrednosti u blizini granice propusnog
opsega (ωmax≃ 1±0.5/Q) sa približno istom maksimalnom vrednošću. Ekstremumi rastu sa
porastomQ-faktora, odnosno maksimalna vrednost je proporcionalna sa kvadratomQ-faktora.
Nakon numerǐckih istraživanja došli smo do zaključka da je max{S τiωpi(ω)} ≃ 6Q2.
Karakteristike osetljivosti grupnog kašnjenja filtra, realizovanog u obliku kaskadne sprege
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Normalizovana kruzna frekvencija, rad/s
























Sl. 4.9: Osetljivost karakteristike grupnog kašnjenja bikvadratne sekcije korektora grupnog kašnjenja
na moduo pola u funkciji frekvencije;max{S τωp(ω)} ≃ 6Q2.
bikvadratnih sekcija, slične su sa karakteristikama osetljivosti slabljenja filtra [19] s tom raz-
likom što je maksimalna vrednost osetljivosti grupnog kašnjenja srazmerna sa kvadratomQ-
faktquit ora pola, dok je maksimalna osetljivosti slabljenja srazmerna saQ-faktorom pola.
4.5 Zaključak
Detaljno je opisan novi postupak za korekciju grupnog kašnjenja filtara propusnika niskih
frekvencija. Rezultantna karakteristika grupnog kašnjenja kaskadne veze filtra i korektora
grupnog kašnjenja je konstantna u približno ravnom smislu.Broj zaravnjenja u koordinatnom
početku odred-uje stepen faznog korektora.
Aproksimacija korektora grupnog kašnjenja se zasniva na reš vanju sistemam simultanih
nelinearnih jednǎcnina, gde jem stepen faznog korektora. Nelinearne jednači e se formiraju
na osnovu uslova za maksimalno ravnu racionalnu funkciju grupnog kašnjenja u koordinatnom
početku. MATLAB R© softver se može efikasno primeniti za aproksimaciju korektora grupnog
kašnjenja u navedenom smislu. Ulazni podatak je samo parna rcionalna funkcija grupnog kaš-
njenja filtra propusnika niskih frekvencija dok MATLAB R© softver sadrži i odred-ivanje pǒcetnih
rešenja. Testiran je za realizaciju korekcije grupnog kašnjenja razlǐcitih tipova filtara do dese-
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tog stepena sa faznim korektorima do desetog stepena. Pogodan je za ugradnju kao MATLAB R©
funkcija.
U odnosu na mini-max korekciju grupnog kašnjenja predloženi postupak je znatno jednos-
tavniji. Prednosti su sledeć
1. Sistem nelinearnih jednačina se formira direktno iz karakteristike grupnog kašnjenja
celokupnog filtra. Stepen korektora grupnog kašnjenja odred-uje stepen zaravnjenja kon-
stantnog grupnog kašnjenja u koordinatnom početku. Kod mini-max aproksimacije kon-
stantnog grupnog kašnjenja, pored zadate greške grupnog kašnjenja, nepoznate veličine
su još i konstantna vrednost grupnog kašnjenja koju treba aproksimirati kao i opseg
aproksimacije.
2. Izrǎcunavanje frekvencija na kojima nastupaju ekstremalne vrednosti grupnog kašnjenja
nije potrebno. Rešava se jedan sistem simultanih nelinearnih jednǎcina i to samo jednom
da bi se dobilo konǎcno rešenje.
3. Aproksimacija parnih i neparnih stepena korektora grupnog kašnjenja sa realizuje na isti
nǎcin.
4. Mogu se jednostavno implementirati u digitalnom domenu za korekciju grupnog kaš-
njenja rekurzivnih digitalnih filtara.
5. Implementacija na MATLAB R© platformi je jednostavna. Ulazni podaci su koeficijenti
karakteristike grupnog kašnjenja i stepen zaravnjenja, a izlazni podaci su parametri bik-




BANKU filtara, koja može biti analogna ili digitalna,čine banka analize i banka sinteze.Ukoliko je jedna banka analogna, tada imamo hibridnu banku filtara. Banka analize deli
spektar ulaznog signala na podopsege koji mogu dalje da se dele na nove podopsege, ili se
nezavisno obrad-uju, a zatim se u banci sinteze vrši rekonstrukcija podopsežnih signala u jedan
izlazni signal. Na Slici 5.1 prikazana je analogna dvokanalna banka filtara koja za realizaciju













Sl. 5.1: All-pass realizacija dvokanalne banke filtara. Gornja grana daje niskofrekvencijski fil-
tar H0(s) = 0.5[A1(s) +A2(s)]. Donja grana daje komplementarni visokofrekvencijski filtar H1(s) =
0.5[A1(s)−A2(s)].
Dvokanalne banke sěcesto koriste kao osnovni gradivni elementi za formiranje viš kanal-
nih banki. One predstavljaju posebno efikasno rešenje za realizaciju oktavnih i neu-
niformnih banki filtara. Dvokanalnu bankǔcini par komplementarnih niskofrekvencij-
skih/visokofrekvencijskih filtara. Kada se frekvencijskipektar deli na dva jednaka dela, što je
naǰceš́ci slučaj, koriste se poluopsežni filtri.
Razmotrimo realizaciju dvostruko komplementarne analogne banke filtara petog reda.
Prenosna funkcija prototipskog filtra propusnika niskih frekvencija sa dvostrukom nulom
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Prenosna funkcija filtra propusnika visokih frekvencija jekomplementarna sa prenosnom
funkcijom filtra propusnika niskih frekvencija jer se dobija jednostavnim preslikavanjems→





Prenosna funkcija all-pass filtraA1(s) dobija se sabiranjem prenosnih funkcijaH0(s) i H1(s)
(Lema 3.4 na strani 39). Sabiranjem polinoma u brojiteljimakomplementarnog filtarskog para





Nakon faktorizacije polinoma u brojitelju i imenitelju konačno se dobija stabilna prenosna















Nakon faktorizacije polinoma u brojitelju i imenitelju konačno se dobija stabilna prenosna











Dakle, sabiranjemH0(s) i H1(s) dobija se prenosna funkcija parnog reda, dok se oduzima-
njem prenosne funkcijeH1(s) od prenosne funkcijeH0(s) dobija prenosna funkcija neparnog
reda. Za realizacijuA1(s) potrebne su dve all-pass sekcije drugog reda, a za relizaciju A2(s)
potrebna je jedna all-pass sekcija prvog reda i jedna all-pass sekcija drugog reda.
Na Slici 5.2 prikazan je položaj polova i nula filtarskog parai položaj polova alpass
filtara. Sa© oznǎcene su nule prenosne funkcije popusnika niskih frekvencija H0(s), dok su
sa oznǎcene nule prenosne funkcije propusnika visokih frekvencija H1(s). Obe prenosne
funkcije imaju iste polove. U cilju all-pass realizacije, polovi su raspodeljeni izmed-u all-pass
filtara tako što polovi oznǎceni sa× pripadaju all-pass filtruA1(s), dok polovi oznǎceni sa+
pripadaju all-pass filtruA2(s). Nule all-pass prenosnih funkcija se nalaze u desnoj-poluravni
i nisu prikazane na slici.
Realni deo

























Sl. 5.2: Polovi all-pass funkcija: + polovi pranosne funkcije A1(s), × polovi prenosne funkcije A2(s).
Nule koje se nalaze u desnoj poluravni, nisu ucrtane.
Kao i u slǔcaju digitalnih filtara [85], all-pass prenosne funkcije sejednostavno dobijaju
tako što se prenosnoj funkcijiA1(s) dodeli realni, a zatim svaki drugi pol. Preostali polovi su
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polovi prenosne funkcijeA2(s). Može se lako pokazati da se primenom ove metode na prenosne
funkcije parnog reda dobijaju all-pass filtri sa kompleksnim koeficijentima.
5.1 All-pass implementacija sa LCR rezonatorima
Realizacija je prikazana na primeru prenosne funkcije petog reda dvostruko komplementarne
banke filtara. Za all-pass realizaciju prikazanu na Slici 5.1, za implementacijuA1(s) potrebna
je jedna all-pass sekcije drugog reda i jedna all-pass sekcija prvog reda. Za implementaciju
A2(s) potrebna je samo all-pass sekcija drugog reda. Usvojene su bikvadratne sekcija sa LCR
razonatorom i jednim operacionim pojačavǎcem [71]. Analogno kolo za sabiranje i analogno
kolo za oduzimanje takod-e je potrebno realizovati.
5.1.1 All-pass filtar prvog reda















Maksimalna vrednost grupnog kašnjenja je u koordinatnom početku, a zatim opada sa po-
rastom frekvencije. Za male vrednostiσ vrednost grupnog kašnjenja je velika, a zatim brzo
opada sa porastom frekvencije.
Razmotrimo aktivni RC filtar prvog reda sa Slike 5.3, poznat kao Sallen-Key all-pass fil-












Za R1 = R2 moduo pola i moduo nule postaju jednaki tako da prenosna funkcija realizuje all-
pass filtar prvog reda.
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Sl. 5.3: All-pass filtar prvog reda sa jednim operacionim pojačavaˇcem.
Treba odabrati all-pass sekciju prvog reda sa uzemljenim kondenzatorom jer se na taj način
postiže da je faza zaω = 0 jednaka nuli, dok u slǔcaju uzemljenog otpornika faza zaω = 0
iznosiπ radijana.
5.1.2 All-pass filtar dugog reda
All-pass filtar drugog reda je osnovni gradivni blok za realiz ciju dvokanalne banke filtra. Na












Sl. 5.4: Realizacije all-pass sekcije drugog reda zasnovana na LCR rezonatoru.
All-pass realizacija sa LRC rezonatorima je odabrana jer selako postiže nezavisno podeša-
vanje centralne frekvencijeωp i faktora dobroteQ pola komponentama LCR rezonatora. Cen-
tralna frekvencijaωp se može podešavati kondenzatoromC ili kalemom L, dok se promena


















5.1. All-pass implementacija sa LCR rezonatorima
gde jeωp = 1/
√
CR i Qp = R
√
C/L. Otpornikr2 može se upotrebiti za podešavanjeQ-faktora
nule bez uticaja naQ-faktora pola i moduo pola1. Mreža je zasnovana na jednom operacionom
pojǎcavǎcu. Med-utim, induktivnost u LCR rezonatoru može se realizovati aktvnim RC kolom
sa operacionim pojǎcavǎcima koji ima induktivnu ulaznu impedansu. Pretpostavljamo da su
operacioni pojǎcavǎci idealni. Na Slici 5.5 prikazan je Antoniouov generalisani impedansni































Pogodno je izabratiR1 = R2 = R3 = R5 = R i neka jeC4 =C, sledi da je
L =CR2. (5.13)
Potrebno je najpre podesiti otpornike, a zatim izboromC realizovati željenu induktivnost.
Druga kola koja se koriste za simulaciju induktivnosti zahtevaju da jedan kraj bude uzem-
ljen [81] te nisu pogodna za ovu primenu.
Dakle, prenosna funkcija bikvadratne sekcije all-pass mreže može se izraziti na sledeći
1Osetljivostωp i Q na komponente LCR rezonatora se jednostavno izračun vaju primenom poznatih for-
mula [19]:S
ωp































Na Slici 5.6 prikazana je realizacija all-pass mreže drugogreda zasnovane na LCR rezona-
toru u kojoj je kalem zamenjen generalisanim impedansnim konvertorom. Primena general-
isanog impedansnog konvertora za realizaciju analognih filtara, kao i uticaj karakteristika op-
eracionih pojǎcavǎca na prenosnu funkciju generalizovanog impedansnog konvertora, detaljno
je opisana u radovima Gorski-Popiela [28], Martina i Sedre [45] i Saraga at al. [68].














Sl. 5.6: Realizacija all-pass mreže drugog reda zasnovana na LCR rezonatoru u kojoj je kalem zamenjen
simuliranom induktivnošću.
Aktivna RC realizacija bikvadratne all-pass sekcije sa jednim operacionim pojǎcavǎcem
hibridne banke filtara prikazana je u radu [75].
5.1.3 Implementacija
Na Slici 5.7 je prikazana dvokanalna banka filtara petog redakoj se koristi za realizaciju
all-pass filtre prvog i drugog reda. Predložena realizacijaje pogodna jer ne zahteva trimovanje
kondenzatora véc samo otpornika. Merene vrednosti kondenzatora mogu uzetiza izrǎcunavanje
otpornosti otpornika koje mogu, ako je to potrebno, naknadno trimovati. All-pass filtarA1(s)
je realizovan kao kaskadna sprega sekcije prvog i drugog reda. Drugi all-pass filtarA2(s) je
samo jedna sekcija drugog reda. Standardna analogna kola zasabir nje i oduzimanje procesi-
raju izlazne signale all-pass filtaraA1(s) i A2(s). Skaliranje signala faktorom 0.5 se vrši u kolu
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Sl. 5.7: All-pass realizacija dvokanalne banke filtara petog reda saLCR rezonatorima u kojima je kalem
zamenjen simuliranom induktivnošću.
za sabiranje i u kolu za oduzimanje. Treba napomenuti da primenjena aritmetǐcka kola vrše
inverziju signala, odnosno unose fazni pomeraj odπ radijana.
Prenosne funkcije implementiranih all-pass sekcija petogreda dvostruko komplementarne












5.2 Kaskadna realizacija sa LCR rezonatorima
Kaskadna realizacija dvokanalne banke filtara podrazumevapar lelnu vezu filtra propusnika
niskih frekvencija i filtra propusnika visokih frekvencija. U ovoj sekciji će biti opisana
kaskadna realizacija banke filtara petog reda. Prenosna funkcija filtra propusnika niskih
frekvencija je data izrazom (5.1) dok je prenosna funkcija filtra propusnika visokih frekven-
cija data izrazom (5.2). Osnovni gradivni blokovi su i u ovomslučaju zasnovani na LCR
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rezonatorima, a to su niskofrekvencijski i visokofrekvencijski notch filtri. Polovi na realnoj osi
se realizuju jednostavnim RČclanovima. Dakle, prototip filtra propusnika niskih frekvencija
se realizuje kaskadnom spregom dva niskofrekventna notch fil ra i jednim prostimRC kolom
za realizaciju pola na realnoj osi. Filtar propusnik visokih frekvencija se realizuje kaskadnom
spregom dva visokofrekvencijska notch filtra i jednim prostim RCkolom za realizaciju pola na
realnoj osi i nule prenosa u koordinatnom početku.
5.2.1 Niskofrekvencijski notch filtar
Niskofrekvencijski nepropusnik opsega frekvencija, ili notch filtar, karakteriše konačna nula
prenosa u nepropusnom opsegu filtra propusnika niskih frekvencija. Za realizaciju konačnih
nula prenosa na imaginarnoj osi koristi se paralelno oscilatorno kolo L1C, kao što je to














gde notch frekvencijaω2z = 1/LC1 može imati proizvoljan položaj u odnosu na frekvenciju
modula polaω2p = 1/L(C1+C2) (ωz > ωp), a Q-faktor pola se može podešavati otpornikom
R. Za prorǎcun elemenata filtra koriste se sledeće formule:C1+C2 = C, C1 = C(ωp/ωz)2,










Sl. 5.8: Niskofrekvencijski notch filtar zasnovan na LCR rezonatoru.
Na Slici 5.9 prikazan je niskofrekvencijski notch filtar sa Slike 5.8 u kome je kalem za-
menjen simuliranom induktivnošću. Operacioni pojǎcavǎc, priključen na izlaz notch filtra, je
razdvojni stepen da spreči uticaj sledéceg kola na karakteristike notch filtra. Kod kaskadne
realizacije filtra propusnika niskih frekvencija i sledeći stepen je noch filtar iliRC član koji
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realizuje sekciju prvog reda.











Sl. 5.9: Niskofrekvencijski notch filtar drugog reda u kome je kalem zamenjen simuliranom induk-
tivnošću.
5.2.2 Visokofrekvencijski notch filtar
Kod visokofrekvencijskog notch filtra, ili visokofrekvencijskog nepropusnika opsega frekven-
cija, frekvencija nuleωz je na nižim frekvencijama u odnosu na frekvenciju modula polωp. Za
realizaciju konǎcnih nula prenosa na imaginarnoj osi koristi se paralelno oscilatorno koloL1C,
a kondenzatorC2 se zamenjuje sa kalemomL2, kao što je prikazano na Slici 5.10. Prenosna












gde notch frekvencijaω2z = 1/L1C može imati proizvoljan položaj u odnosu na frekvenciju
modula polaω2p = (L1+L2)/L1L2C, (ωz < ωp). Ulazna impedansa generalnog impedansnog
konvertora je proizvod impedanse potrošača i neke unutrašnje funkcije. OtpornikomR51 može
se trimovati induktivnost kalemaL1, a otpornikomR52 može se trimovati induktivnost kalema
L2. Dakle, frekvencija nuleω2z = 1/(L1C) i frekvencija modula polaω2p = (L+L2)/(L1L2C)
mogu se nezavisno podešavati kalemovimaL1 i L2, odnosno otpornicimaR51 i R52.
Kao i u slǔcaju niskofrekvencijskog notch filtra, operacioni polačavǎc je razdvojni stepen
(jedinični pojǎcavǎc) koji sprěcava da sledéci stepen u kaskadi opterećuje notch filtar.
Na Slici 5.12 prikazana je kaskadna implementacija dvokanalne banke filtara zasnovana na
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Sl. 5.10: Visokofrekvencijski notch filtar zasnovan na LCR rezonatoru.











Sl. 5.11: Visokofrekvencijski LCR notch filtar drugog reda u kome je kal m zamenjen sa simuliranom
induktivnošću generalnim impedansnim konvertorom.
LCR rezonatorima. Filtar propusnik niskih frekvencijaH0(s) je prenosna funkcija petog reda i
realizovana je kao kaskadna sprega dve niskofrekvencijskenotch sekcije i jednog jednostavnog
niskofrekvencijskogRC člana. Filtar propusnik visokih frekvencijaH1(s) je takod-e prenosna
funkcija petog reda i realizovana je kaskadna sprega dve visokofrekvencijske notch sekcije i
jednog jednostavnog visokofrekvencijskogRC člana.
Ako uporedimo kaskadnu realizaciju i all-pass implementaciju možemo uǒciti da all-pass
implementacija ima jednu bikvadratnu sekciju manje. Med-utim all-pass realizacija ima kolo za
sabiranje i kolo za oduzimanje koja ne postoje kod kaskadne realizacije. Pored toga, kaskadna
realizacija koristi prostaRCkola za realizaciju realnog pola, a all-pass realizacija imaktivnu
mrežu za realizaciju all-pass sekcije prvog reda.
Sa stanovišta hardvera, prednosti all-pass realizacije sukod realizacije prenosnih funkcija
visokog reda. U sledećoj sekciji se razmatra osetljivost prenosne funkcije banke filtara na
tolerancije elemenata.
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Sl. 5.12: Kaskadna LCR realizacija dvokanalne banke filtara petog reda. Gornja grana je filtar propus-
nik niskih frekvencija, dok je donja grana filtar propusnik vsokih frekvencija.
5.3 Monte Carlo simulacija
Monte Carlo metode su stohastičke (deterministǐcke) simulacione metode, algoritmi koji po-
moću slǔcajnih ili pseudoslǔcajnih brojeva i velikog broja izrǎcunavanja i ponavljanja pred-
vid-aju ponašanje složenih matematičkih sistema.
Numerǐcke metode, poznate kao Monte Carlo simulacija [91], mogu seslobodno defini-
sati kao statistǐcki simulacioni metodi, kod kojih se upotrebljavaju nizovislučajnih brojeva za
izvršenje simulacije. Monte Carlo simulacija poslednjih nekoliko decenija dobija status pot-
puno zaokružene numeričke metode sposobne za rešavanje najkompleksnijih zahteva. Monte
Carlo simulacije su prvobitno poznate kao “statistička uproš́cavanja".
Osnovni koraci u relizaciji Monte Carlo simulacije korišćenjem numerǐckog programa za
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izračunavanje prenosne funkcije filtra na osnovu elemenata kolasu:
1. Generisanje pseudoslučajnih ulaznih promenljivih (elementi filtra). Generisanje nizova
slučajnih brojeva je kljǔcni segment Monte Karlo simulacije,čiji rezultati u najvécoj meri
zavise od kvaliteta upotrebljenih slučajnih brojeva.
2. Izrǎcunavanje izlaza (output) korišćenjem ulaza (input) kroz zadatu funkciju. Izlaz je
frekvencijska karakteristika filtra, ulaz su pseudoslučajne vrednosti elemenata filtra.
3. Ponavljanje izrǎcunavanja mnogo puta.
4. Analiza dobijenih izlaznih veličina.
5.3.1 Generisanje slǔcajnih brojeva
Stohastǐcke simulacije i posebno Monte Carlo metode koriste slučajne promenljive. Stoga je
neophodno generisanje slučajnih brojeva sa odred-enom raspodelom. Najveći problem ovde
je pronáci brojeve koji su zaista slǔcajni tj. ne mogu se predvideti. Slučajni brojevi za
Monte Carlo simulacije obično su generisani putem numeričkih algoritama. Oni determin-
istički stvaraju niz brojeva, pa ih zatǒcesto zovemo pseudoslučajni brojevi. Med-utim, ako ih
posmatramo bez uvida u algoritam koji ih stvara, imamo utisak da su slǔcajni.








2σ2 , za −∞ < x< ∞ (5.19)
gde je µ matematǐcko ǒcekivanje, dok jeσ standardna devijacija. U praktičnoj primeni,
µ je nazivna vrednost elementa dok se standardna devijacija odred-uje na osnovu usvojene
tolerancija elementa. Većina vrednosti normalno distribuirane slučajne promenljivex, oko
99,73002039367%, pada unutar ranga od tri standardne devijacije od ǒcekivane vrednostiµ.
Ovo se nekada naziva pravilo 3-sigme. Dakle, standardna devijacija se izrǎcunava jednostavno
σ = tol/3. MATLAB R© funkcija za generisanje pseudo slučajnih normalno raspodeljenih brojeva
je randn . Neka je tolerancija elementatol = 5%, a matematičko ǒcekivanjeµ. Za generisanje





5.3. Monte Carlo simulacija
gde jerandnelement skupa(−3,3) slučajnih brojeva koji imaju Normalnu raspodelu (5.19) sa
µ = 0 i σ = 1.
Na slici 5.13 levo prikazan je histogram Normalne raspodelevrednosti jednog elementa
filtra. Normalizovana nazivna vrednost elementa jeµ = 1, tolerancija jetol = ±5% odnosno































Sl. 5.13: Histogram Normalne raspodele za nominalnu vrednost elementa µ = 1 i tolerancije tol= 0.05
(levo) i histogram Uniformne raspodele (desno) za 1000 sluˇcajno generisanih elemenata filtra.
Radi pored-enja na Slici 5.13 prikazan je histogram Uniformne raspodele. Slǔcajna








β −α , α < x< β
0, u ostalim slǔcajevima
(5.21)
gde je matematičko ǒcekivanjeµ = (α+β )/2, standardna devijacijaσ = (β −α)/
√
2. Matlab
funkcija za generisanje slučajnih brojeva jerand koja generiše slǔcajne brojeve u otvorenom
intervalu od 0 do 1. Za generisanje slučajne vrednosti elementax po Uniformnoj raspodeli
koristi se formula
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gde jerand element skupa(0,1] slučajnih brojeva koji imaju Uniformnu raspodelu, dok je
(2× rand− 1) slǔcajni broj iz skupa(−1,1]. Ukoliko su vrednosti elemenata raspodeljene
po Uniformnoj raspodeli sa±5% tolerancijom standardna devijacija jeσ = 0.0289 što
je znatno više nego u slučaju Normalne raspodele. Uniformna raspodela elemenata filtr
daje véce odstupanje karakteristike filtra od nominalne vrednosti, nego u slǔcaju da se koristi
Normalna raspodela. Med-utim, poznato je da su vrednosti elemenata (otpornici i kondenzatori)
raspodeljene po Normalnoj raspodeli teć ona biti i usvojena za statističku analizu filtara. U


































Sl. 5.14: Histogram induktivnosti integrisanog kalema.
Pošto se za realizaciju bikvadratnih sekcija koriste LCR rezonatori, kod kojih se za realiz-
ciju kalema koristi generalni impedansni konvertor, to je od praktǐcnog interesa odrediti toler-
anciju induktivnosti kalema ako su poznate tolerancije otpornika i kondenzatora koji ulaze u
sastav impedansnog konvertora. Na Slici 5.14 prikazan je histogram induktivnosti integrisanog
89
5.3. Monte Carlo simulacija
kalema. Pretpostavlja se da ne postoji statistička povezanost (korelacija) u skupu otpornika i
skupu kondenzatora. Tolerancija otpornosti otpornika i kapaciteta kondenzatora je 0.5%, a broj
ponavljanja je 5000.
Da bi se izveli odred-eni zakljǔcci o raspodeli induktivnosti kalema (generalni impedansni
konvertor) koriste se parametri koji ukazuju na centar grupisanja induktivnosti kalema. Za
merenje oblika distribucije koriste se koeficijent asimetrij (skewness)α3 i koeficijent za-
obljenosti (krutosis)α4. Koeficijent asimetrije normalne distribucije je 0. Ukoliko je koeficijent
asimetrije izmed-u 0 i 0.5 može se smatrati da je distribucija približno simetrična. Koeficijent
















(Li −µ)2 = 0.0037227,
α3 =
∑Ni=1(Li −µ)3
(N−1)σ3 = 0.0182278< 0.5,
α4 =
∑Ni=1(Li −µ)4
(N−1)σ4 = 2.9678104≃ 3.
(5.23)
Može se zakljǔciti da je induktivnost integrisanog kalema normalno raspodeljena sa toler-
ancijomtol = 1.1144%, što je više nego dva puta veća od tolerancije elemenata koji ulaze u
sastav integrisane induktivnosti. Pogodno je iskoristitio pornikR5 za trimovanje induktivnosti
kalema da bi se dobila željena tolerancija.
5.3.2 Monte Carlo simulacija banke filtara
Monte Carlo simulacija je sprovedena na all-pass realizacij filtra petog reda prikazanog na
Slici 5.7 na strani 82. Prenosne funkcije all-pass sekcijaA1(s) i A2(s) date su jednǎci-
nama (5.15) i (5.16), respektivno. Listing MATLAB R© programa kojim je izvršena Monte Carlo
analiza prikazan je u Prilogu C. Sastoji se iz jedne petlje i dva prolaza kroz petlju. U svakoj
petlji se realizuje zadat broj Monte Carlo ponavljanja. U prvom prolazu se simulira filtar pro-
pusnik niskih frekvencija, a u drugom prolazu, filtar propusnik visokih frekvencija. Crtan je
frekvencijski odziv karakteristika slabljenja u svakom ponavljanju, a rezultat je na kraju simu-
lacije i prikazan.
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Normalizovana frekvencija, ω




























Sl. 5.15: Monte Carlo analiza karakteristike slabljenja hibridne banke filtara realizovane all-pass
filtrima.
Realizacija all-pass sekcija je veoma jednostavna. Električne šeme svih all-pass sekcija
su iste. Svi polovi filtra imaju isti moduo tako da je vrednostkapacitivnostiC i induktivnost
kalemaL (realizacija generalnog impedansnog konvertora) jednakaz sve sekcije bez obzira na
red filtra. OtpornikomR se realizujeQ-faktor pola bez uticaja na moduo pola. Implementacija
obuhvata kolo za sabiranje, koje koristi invertujući laz operacionog pojčavǎca, i kolo za oduzi-
manje napona koje koristi oba ulaza operacionog pojačav ča. Pošto kolo za sabiranje unosi
fazni pomeraj od 180◦ stepeni, tóce i banka filtara unositi fazni pomeraj od 180◦. Pretpostavlja
se da su operacioni pojač vǎci idealni.
Izvršene su dve simulacije analogne dvokanalne banke filtratako što su simulirane slučajne
vrednosti elemenata pojedinih all-pass sekcija, a zatim jeizračunat frekvencijski odziv filtra
tako što su sabirane, odnosno oduzimanje, prenosne funkcije all-pass sekcija, a zatim je rezultat
deljen sa dva, kao što je prikazano na Slici 5.13. Broj Monte Carlo ponavljanja je 500 za
obe simulacije. U prvoj simulaciji upotrebljeni su otpornici i kondenzatori iz serije E96 (1%
tolerancije), a za drugu simulaciju upotrebljeni su elementi iz serije E192 (0.5% tolerancija).
Na Slici 5.15 prikazani su rezultati prve simulacije. Može se zakljǔciti da je uticaj tole-
rancije elemenata u propusnom opsegu relativno mali dok je un propusnom opsegu jako
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Normalizovana frekvencija, ω




























Sl. 5.16: Monte Carlo analiza karakteristike slabljenja hibridne banke filtara realizovane all-pass
filtrima.
izražen. Smanjivanjem tolerancije elementa na 0.5% uticajtolerancije elemenata na slabljenje
filtra u nepropusnom opsegu je i dalje značajan. Ako uporedimo propusnik niskih frekvencija
sa propusnikom visokih frekvencija može se uočiti da tolerancije elemenata imaju veći uticaj
na nepropusni opseg filtra propusnika visokih frekvencija.
Od praktǐcnog interesa je razmotriti uticaj fazne karakteristike all-p ss filtara na karakteris-
tiku slabljenja banke filtara. Na realnim frekvencijamas= jω prenosne funkcije all-pass filtara
mogu se napisati u sledeć m oblikuA1( jω) = ejφ1(ω) i A2( jω) = ejφ2(ω). Zamenom ovih vred-
nosti u jednǎcinu (3.17) na strani 40, dobijaju se2 prenosne funkcije dvokanalne hibridne banke
filtara na realnim frekvencijama.





































Znak+ se odnosi na propusnik niskih frekvencijaH0( jω), znak− na propusnik visokih frekvencijaH1( jω). Iz
poslednje jednǎcine slede jednǎcine (5.25)
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Slabljenje fitra propusnika niskih frekncija u dB iznosia0(ω) = −20log10(cos∆φ2 ), gde je
∆φ = φ1− φ2. Na Sici 5.17 (gore) prikazane su fazne karakteristike all-p ss filtaraφ1(ω) i








































Sl. 5.17: Fazne karakteristike all-pass filtra (gore) i karakteristika slabljenja filtra propusnika niskih
frekvencija (dole).
Na granǐcnoj frekvenciji nepropusnog opsegaωs = 1.484005608648294 fazna razlika
dostiže vrednost∆φ = −178.8540653103515◦, i slabljenje od 40.000000000498652 dB.
Povécanje fazne razlike usled tolerancije elemenata samo za jedan stepen povécava slabljenje
na granici nepropusnog opsega na vrednosta1 = 57.8998841282507 dB, za blizu 18 dB. S
druge strane, smanjenje fazne razlike za jedan stepen smanjuje slabljenje na granici nepro-
pusnog opsega na vrednosta2 = 34.551230241695 dB za nešto više od 5 dB.
Med-utim, na granǐcnoj frekvenciji propusnog opsega gde slabljenje iznosi 3 dB fazna
razlika je ∆φ = 89.863952919881314◦. Povécanje fazne razlike za jedan stepen povećava
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slabljenje na granici propusnog opsega na vrednosta1 = 3.076282683130855 dB, dok sma-
njenje fazne razlike za jedan stepen smanjuje slabljenje nagranici propusnog opsega na vred-
nosta1 = 2.925037186458765 dB. Promena slabljenja na granici propusnog opsega je manja
od±0.1 dB kada se fazna razlika promeni za±1◦. Kao što je prikazano na Slici 4.9, na strani
73, osetljivost karakteristike grupnog kašnjenja, a samimtime i osetljivost fazne karakteristike,
je proporcinalna sa kvadratomQ-faktora pola, dok je osetljivost amplitudske karakteristike fil-
tra proporcionalno saQ-faktorom pola [19]. Sa povećanjem reda filtra, rasteQ-faktor pola, pa
će i osetljivost karakteristika filtra u odnosu na elemente filtra znǎcajno porasti.
Na Slici 5.18 prikazani su rezultati Monte Carlo simulacijekaskadne realizacija dvostruko
komplementarne banke filtara prikazane na Slici 5.12 na strani 86. Da bi pored-enje bilo ko-
rektno, banka filtara se kaskadno realizuje LCR notch filtrima. Elementi filtra su iz serije
E96, odnosno sa 1% tolerancije. Kao u slučaju all-pass realizacija razmatrana je karakteristika
slabljenja.
Normalizovana frekvencija, ω




























Sl. 5.18: Monte Carlo simulacija karakteristike slabljenja kaskadno realizovane hibridne banke filtara.
Slika 5.18 pokazuje da je kaskadna realizacija veoma malo osetljiva na tolerancije eleme-
nata u nepropusnom opsegu. Naknadno trimovanje nije potrebno. Pošto je osetljivost ampli-
tudske karakteristike srazmerna saQ-faktorom pola, to se i sa povećanjem reda filtra slabljenje
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može održati u propisanim granicama. Sledeći stepeni, koji se vezuju na izlaze, kako na fil-
tar propusnika niskih frekvencija tako i na filtar propusnikvisokih frekvencija, mora da imaju
veliku ulaznu impedansu.
5.4 Zaključak
U ovoj glavi je razmatrana realizacija analogne dvokanalnedvostruko komplementarne hib-
ridne banke filtara. Prikazani su rezultati Monte Carlo simulacije primenjene na all-pass i
kaskadnu realizaciju anolognog dela hibridne banke filtara.
1. Usvojena je realizacija sa LCR rezonatorima koja ima malurelaltivnu osetljivost modula
pola i Q-faktora pola na tolerancije elemenata.
2. All-pass i kaskadna realizacija imaju malu osetljivost upropusnom opsegu dok kaskadna
realizacija je znatno bolja u nepropusnom opsegu. Karakteristike analogne all-pass real-
izacije nisu atraktivne kao u slučaju digitalne realizacije.
3. Dvostruko komplementarnu banku filtara treba primeniti udigitalnom delu hibridne




U DOKTORSKOJdisertaciji prikazani su rezultati istraživanja sprovedenog u pogledu pro-jektovanja dvokanalne hibridne banke filtara, kojučine banka analize i banka sinteze.
Hibridna banka filtara se može realizovati na dva nači . Prvi nǎcin je da banka analize bude
analogna, a banka sinteze digitalna. Tipičan primer ovakve banke filtara je brzi analogno-
digitalni konvertor. Drugi nǎcin je suprotan prvom načinu, banka analize je digitalna, a banka
sinteze je analogna. Tipičan primer ovakve banke filtara je brzi digitalno-analogni konvertor.
Prvi nǎcin ima daleko vécu primenu i u istraživanjima njemu je posvećena posebna pažnja.
Analogna banka analize, poznata i kao mreža sa tri pristupa,pored primene kod brzih analogno-
digitalnih konvertora, koristi se i za efikasno izdvajanje informacija iz senzorskih signala, a
posebno tamo gde je energija signala dominantno koncentrisa a u pojedinim frekvencijskim
opsezima. Pored toga, analogna banka filtara se primenjuje itamo gde je potrošnja energije
ogranǐcena, ili u mikrotalasnoj tehnici gde digitalna banka filtara nije pogodna za primenu.
Za realizaciju filtara u mikrotalasnoj tehnici predlaže se aproksimacija Chebyshevljevim ili
Legendreovim laňcanim funkcijama [77].
U disertaciji su detaljno prikazani rezultati istraživanjkoja se odnose na aproksimaciju
nove klase filtara zasnovane na ortogonalnim Jacobijevim polinomima, nove dvostruko kom-
plementarne analogne banke filtara i dizajn korektora grupnog kašnjenja sa zaravnjenom karak-
teristikom konstantnog grupnog kašnjenja. U disertaciji je razmatran i jedan bitan aspekt pro-
jektovanja banke filtara koji je od znač ja za njihovu implementaciju i eksperimentalnu veri-
fikaciju odziva u ustaljenom stanju, a to je analiza uticaja tolerancije elemenata filtra primenom
Monte Carlo simulacije. U tu svrhu je priložen MATLAB R© skript simulacije.
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6.1 Naǔcni doprinosi disertacije
Iz dobijenih i verifikovanih rezultata objavljenih u relevantnim naǔcnim časopisima,
saopštenim na med-unarodnim i domácim konferencijama mogu se odrediti naučni doprinosi
doktorske disertacije, a to su:
1. Predložena je nova klasa filtara zasnovana na Jacobijevimpolinomima. Poznato je da
se Jacobijevi polinomi ne mogu direktno primeniti za sintezu filtarskih funkcija. Jed-
nostavnom modifikacijom generisani su Pseudo-Jacobijevi polinomi pogodni za sintezu
filtarskih funkcija. Ortogonalni polinomi koji se najčeš́ce koriste za sintezu filtarskih
funkcija (Chebyshevljevi, Legendreovi i Gegenbauerovi) su specijalni slǔcajevi Pseudo
Jacobijevih polinoma kada parametri Jacobijevih polinomai ju istu vrednost. Kada se
jedan parametar Pseudo Jacobijevih polinoma zadržava konstant im, a drugi parametar
menja, dobijaju se prelazni filtri.
2. Na osnovu poznatih rezultata, koji se odnose na digitalnudvostruko komplementarnu
banku filtara, razmatrane su teorijske pretpostavke koje seodnose na aproksimaciju
analogne dvostruko komplementarne banke filtara. Dokazanoje da polovi dvostruko
komplementarne banke filtara leže na krugu, a nule na imaginarnoj osi, u ravni kom-
pleksne promenljive. Propusni opseg filtra je geometrijskasredina nule filtra propusnika
niskih frekvencija i odgovarajúce nule filtra propusnika visokih frekvencija. Predložena
je klasa dvostruko komplementarne banke filtara sa višestrukom nulom i sa proizvoljnim
brojem prostih nula na realnim frekvencijama.
3. Umesto poznate mini-max korekcije grupnog kašnjenja analog ih filtara, predložen je
novi koncept kojičini grupno kašnjenje filtra konstantnim u smislu odred-enog broja za-
ravnjenja u koordinatnom početku. Nelinearne jednačine, na osnovu kojih se odred-uju
elementi faznih korektora, dobijaju se direktno iz uslova mksimalno ravne karakteris-
tike grupnog kašnjenja. Rešenje se dobija rešavanjem samo jedn g sistema nelinearnih
jenǎcina i to samo jednom, za razliku od mini-max aproksimacije koja formira petlju radi
izračunavanja ekstremalnih vrednosti grupnog kašnjenja.
4. Pokazano je da osetljivost grupnog kašnjenja zavisi od kva rataQ-faktora pola, za razliku
od osetljivosti amplitudske karakteristike koja zavisi odQ-faktora pola. Zbog toga je
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potrebno, za implementaciju banke filtra zasnovane sa all-pass filtrima, koristiti gradivne
blokovečije su karakteristike malo osetljive na promene elemenata.
5. Pasivna LC realizacija je malo osetljiva na promene elemenata, ali je ona efikasna samo
za realizaciju prenosnih funkcija minimalne faze. U slučaj realizacije all-pass filtara,
čija je prenosna funkcija maksimalne faze, potrebno je koristiti ukrštenečetvoropole
ili premoš́cene T-mreže. Zamena kalemova integrisanim induktivnostima u ovakvim
mrežama je praktično nemogúca. Za implementaciju dvostruko komplementarne banke
filtara predložena je bikvadratna sekcija sa LCR rezonatorima u kojoj je kalem zamenjen
simuliranom induktivnoš́cu generalnim konvertorom impedanse.
Upored-ene su dve realizacije dvokanalne analogne banke filtara. Prva se odnosi na pri-
menu all-pass filtara, a druga je standardna kaskadna realizacija. Monte Carlo simulacija
je pokazala da su obe realizacije malo osetljive na promene elemenata LCR rezonatora
u propusnom opsegu dok u nepropusnom opsegu kaskadna realizacij ma znatno bolje
karakteristike. Velika osetljivost fazne karakteristikeall-pass filtarǎcini da odstupanje
amplitudske karakteristike od nominalne vrednosti u nepropusnom opsegu bude veliko i
znǎcajno raste sa porastom stepena filtra.
6. Dvostruko komplementarana banka filtara se može iskoristiti za realizaciju digitalnog
dela dvokanalne banke filtara, pogodnim izborom dužine digitalne rěci.
6.2 Pravci budúcih istraživanja
Novi metod projektovanja analogne banke filtara, kao nauč i doprinos ove disertacije, stvorio
je niz novih mogúcnosti kada je u pitanju razvoj hibridne banke filtara. U tokusamog istraži-
vanja, prepoznati su brojni načini dalje primene metoda, u smislu unapred-ivanja projektovanja
hibridne banke filtara, kao i njihovog prilagod-avanja razlǐcitim frekvencijskim opsezima. Neke
od prepoznatih mogúcnosti daljeg istraživanja u oblasti hibridne banke filtarasu:
Realizacija digitalne banke filtara za sintezu treba da budetakva da se "podudara" što je
više mogúce sa bankom analognih filtara za analizu, odnosno minimizacija distorzija ampli-
tude i izoblǐcenja koja nastaju usled preklapanja spektra. Optimizacija analognih i digitalnih
filtara se vrši nezavisno, početno rešenje zasniva se na analognim filtrima koji imaju nomi alne
karakteristike.
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Realna hibridna banka filtara ima niz nedostataka, različite prenosne funkcije analogne
banke analize i digitalne banke sinteze, ofset, pojačanje, tolerancije elemenata, itd. Navedeni
nedostaci analogne banke analize degradiraju karakteristik celokupne hibridne banke filtara.
Ovo će zahtevati da kalibracija bude u stanju da identifikuje ovenedostatke kako bi ublažio
njihov uticaj na podešavanje digitalne banke sinteze. Poželjno je da se proces kalibracije može
uraditi na hibridnoj banci primenom adaptivnog algoritma.
Primenu analogne dvokanalne hibridne banke filtara zasnovane na all-pass filtrima
ogranǐcava velika osetljivost all-pass filtara na promene elemenata u nepropusnom opsegu.
Kao što je poznato, najmanju osetljivost na promene elemenata ima lestvǐcasta pasivna LC
realizacija. Jedan od pravaca narednih istraživanja je realizacija all-pass filtara rešetkastom
mrežom sa dva pristupa, u cilju smanjenja osetljivosti hibridne banke filtara u nepropusnom
opsegu.
Realizacija hibridne banke filtara parnog stepena je dugoročan pravac istraživanja jer pored
relizacije all-pass filtara neparnog reda zahteva i all-pass realizaciju digitalnih filtara parnog
reda.
Realizacija hibridne banke filtara na VHDL platformi i ispitivanje primene predloženih
filtara u drugim frekvencijskim opsezima, primenom različitih implementacija analogne banke






R© funkcije JacobiPoly QMFButtEllip za izrǎcunavanje koefi-
cijenata ortogonalnog Jacobijevog polinoma. Ako jedan parametar nije specificiran
JacobiPoly(n,a) vraća koeficijente Gegenbauerovog polinoma. Ako oba parametranisu
specificiranaJacobyPoly(n) vraća koeficijente Legendreovog polinoma.
JacobyPoly.m
function P=JacobiPoly(n,a,b)
% Coefficients P of the Jacobi polynomial
% They are stored in decending order of powers
if nargin == 1,
a=0; b=0;





if n == 0,
P=p0;




d=2* k* (k+a+b) * (2 * k-2+a+b);
A=(2 * k+a+b-1) * (2 * k+a+b-2) * (2 * k+a+b)/d;
B=(2 * k+a+b-1) * (a^2-b^2)/d;
C=2* (k-1+a) * (k-1+b) * (2 * k+a+b)/d;
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Pasivna lestvǐcasta LC realizacija
Jacobijevih filtara
DARLINGTONOVA procedura sinteze pasivnih LC mreža počinje odred
-ivanjem koefici-
jenta refleksije na ulaznim krajevima pasivne LC mreže iz poznate prenosne funkcije
filtra. Na Slici B.1 prikazana je blok šema pasivnog filtra bezgubitaka; mreža sa dva pristupa

















Sl. B.1: Blok šema pasivnog filtra.
Koeficijent refleksijeΓ11( jω) na ulaznim krajevima filtra odred-uje se iz uslova da je mreža
bez gubitakaPL(ω) = Pmax(ω)
|Γ11( jω)|2 = 1−|H( jω)|2 (B.1)
gde je






















prenosna funkcija filtra koju odred-uje odnos snage na potrošaču, PL(ω), i maksimalne snage
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koju prima pasivna mrežaPmax(ω). Otpornost generatora,RG, uzima se za referentnu ot-
pornost.






Polovi i nule koeficijenta refleksije us-ravni Γ11(s) se odred-uju tako što se najpre izvrši
analitǐcko produženje modula koeficijenta refleksije|Γ11( jω)|2s=− jω na celu kompleksnu ra-
van smenomω = − js, a zatim se selekcijom polova i nula koji se nalaze u levoj poluravni,
kompleksnes ravni, formira koeficijent refleksije minimalne fazeΓ11(s). Konǎcno, ulazna





Realizacije (B.4) sa predznacima+ u brojitelju i − u imenitelju ili − u brojitelju i + u
imenitelju rezultuju dualnim mrežama. Dovoljno je posmatrati jedan od ova dva slučaja. Vred-
nosti elemenata odred-uje se razvojem ulazne impedanseZin(s), ili ulazne admitanseYin(s), u












Može se uǒciti da je prvi element kondenzator što znači da sinteza LC lestvičaste mreže pǒcinje
sa ekstrakcijom nule ulazne impedanse u beskonačnosti. Na ovaj nǎcin se realizuje mreža sa
minimalnim brojem kalemova.
Zan neparno,gn je kalem agn+1 otpornost potroš̌caRL, med-utim zan parno,gn je konden-
zator agn+1 je provodnost potrošač 1/RL. Za parne redove filtra otpornost potrošačagn+1 se




gde jeρ = εφn(0), aφn(0) je vrednost karakteristične funkcije u koordinatnom početku.










Tab. B.1: Vrednosti elemenata lestvičaste LC mreže za približno monotone Jacobijeve filtre. RL = gn+1
n g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9 g10 g11
3 1.18267 1.81988 1.18267 1.0
4 1.01256 1.80722 1.85024 0.989017 1.02381
5 0.904546 1.74688 1.93123 1.74688 0.904546 1.0
6 0.829285 1.68628 1.92344 1.90686 1.70094 0.822136 1.0087
7 0.773411 1.63216 1.8994 1.94175 1.8994 1.63216 0.773411 1.0
8 0.730001 1.58481 1.87312 1.94489 1.95286 1.86547 1.591310.727021 1.0041
9 0.695108 1.54335 1.84788 1.93828 1.96683 1.93828 1.847881.54335 0.695108 1.0
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filtre; α =−0.5 i β = 1.5. Realizacija za neparne redove filtra je simetričnag1 = gn, g2 = gn−1,
itd. Treba uǒciti da je u tom slǔcajuRL = gn+1 = 1. Za prorǎcun komponenata filtra koristi se
programski paket MATLAB R© , koji nije unosio numerǐcke greške do desetog reda filtra. Naime,
simetrǐcne komponente su jednake do petnaeste decimale.
Na Slici B.2 prikazana je lestvičasta realizacija približno monotonog filtra devetog reda za




















Sl. B.2: Pasivna lestvičasta LC realizacija Pseudo-Jakobijevog filtra devetog reda. Mreža je simetrična
i recipročna. Vrednosti elemenata su: C1 = C9 = 0.695108, L2 = L8 = 1.54335, C3 = C7 = 1.84788,






R© programaQMonteKarlo za simulaciju dvostruko komplementarne












axis([0 xmax 0 80])
syms s R11x C11x r11x r12x ...
R21x C21x r21x r22x L21x ...
R31x C31x r31x r32x L31x ...
R1x R2x R3x

























a1=r12x./r11x. * (-s+1./R11x. * C11x. * r11x./r12x)...
./(s+1./R11x./C11x);








H=R3x./R1x * A1+R3x./R2x * A2;
elseif AP==2
























axis([0 2 0 a_min]); grid on
else

















h0=Ae(1); h=freqs(h0 * Ce,Ae,w);





disp(’AP je 1 ili 2’)
end
hold off
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Nulae Pseudo-Jacobijevih polinoma, 15
Nule prenosa








Papoulisova generalizovana teorema odmeravanja,
3
Parametri Jacobijevih polinoma, 13
Pariti relacija, 14
Parna racionalna funkcija, 58





Polinomska karakteristična funkcija, 16
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Izjavljujem da je štampani oblik moje doktorske disertacije istovetan elektronskom obliku, koji sam predao




IZJAVA O KORIŠ ĆENJU
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